Zadanie 1. X(y),..., X(400) jest proba z pewnego rozkladu ciagltego o wariancji o2, ustawiong w porzadku
niemalejacym, tzn. X(1) < -+ < X(400)- Niech m bedzie mediana rozwazanego rozktadu. Na podstawie CTG
wyznaczy¢ przyblizong wartosé¢ prawdopodobienstwa P(X 220y < m).

Odp. 0.0256
Zadanie 2. Zalézmy, ze X1,..., X735 oraz Y7,..., Ysgo sa niezalezne o rozktadach:
3 1
P(XzO)z?zl—P(le)7 P(Y:0):P(Y=1)=§.
Korzystajac z CTG obliczyé¢ P (Z:i‘i X; < Zfiq Yi).
Odp. 0.84

Zadanie 3. W urnie [ znajduja sie dwie kule i w urnie /7 znajduja sie dwie kule. Na te cztery kule w sumie
sktadajg si¢ dwie kule biate i dwie czarne. Przeprowadzamy nastepujace doswiadczenie losowe.

a) najpierw losujemy jedng kule z urny I i przekladamy ja do urny I7,

b) nastepnie losujemy jedng kule z urny I7 i przekladamy ja do urny 1.

Sekwencje losowan a) i b) powtarzamy wielokrotnie. Przed kazdym losowaniem dokladnie mieszamy kule
w urnie. Niech p, (1) oznacza prawdopodobienstwo tego, ze po n powtérzeniach (czyli po 2n losowaniach)
w urnie I znajduje sie jedna biala i jedna czarna kula. Obliczyé nlilr;o pn(1).

Odp. 2/3

Zadanie 4. Na poczatku do$wiadczenia w urnie I znajduja sie trzy kule biate, zas w urnie II trzy kule
czarne. Losujemy po jednej kuli z kazdej urny, po czym wylosowana kule z urny I wrzucamy do urny 17, a te
wylosowana z urny II wrzucamy do urny /. Czynno$é te powtarzamy wielokrotnie. Obliczy¢ granice (przy
n — oo) prawdopodobiefistwa, iz obie kule wylosowane w n-tym kroku sa jednakowego koloru.

Odp. 04

Zadanie 5. Zmienne losowe X1,...,X,,, ... sa niezalezne i maja identyczny rozklad jednostajny na odcinku
[0,2]. Niech IT,, = X; - - - X,. Obliczyé lim P(II, < 0.5).
Odp. 1

Zadanie 6. Urzadzenie zawiera dwa podzespoly A i B. Obserwujemy dzialanie urzadzenia w chwilach
t=0,1,2,... Kazdy z podzespoléw w ciagu jednostki czasu moze ulec awarii z prawdopodobienstwem 1 — p,
niezaleznie od drugiego. Jesli w chwili ¢ oba podzespoly sa niesprawne, nastepuje naprawa i w chwili ¢ + 1
oba sa juz sprawne. Jesli w chwili ¢ tylko jeden podzespd! jest niesprawny, to nie jest naprawiany. W chwili
0 oba zespoly sa sprawne. Obliczy¢ granice prawdopodobienstwa, iz podzespét A jest sprawny w chwili ¢,
przy t — oo.

1+
Odp. 533,52
Zadanie 7. Zmienne losowe X7,...,X,,, ... sa niezalezne i maja identyczny rozklad jednostajny na odcinku
[0,2]. Niech Y, = X1 -+ - X,,. Udowodni¢, ze lim P(Y;, < (2/e)™) = 0.5.

n—oo

Odp. —

Zadanie 8. Zalézmy, ze Y7,...,Y,,... s niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie:
1
P(Yn:()):P(Ynzl):~-~:P(Yn:9):E.

Niech Xy =0 oraz niech dlan =1,2,...

Y — max{X,_1,Y,}, gdy Y, >0,

"o, gdy Y, = 0.

Obliczy¢ granice lim P(X, > 3).
Odp. 7/8
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Zadanie 9. Niech W7 i W; beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie wyktadniczym
o gestodci f(w) = Ae ¥, dla w > 0. Obliczyé granice prawdopodobiefistwa warunkowego:

t
lim P (min{Wl,Wg} > §|W1 + Wy > t) :

n—oo

Odp. 0

Zadanie 10. Rozwazmy ciag Xi,...,X,,... niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie
normalnym N(0,1). Niech

Sp=X1Xo+ Xo X3+ + X5 1 X, + X Xg1

Ktore z ponizszych zdan jest prawdziwe?

(A) nie istnieje ciag liczb ¢, taki, ze lim P (‘j—: < a) = ®(a) dla kazdego a.

(B) lim P (ST% < a) = ®(a) dla kazdego a.

(C) lim P (57—:‘ < a) = ®(a) dla kazdego a.

(D) lim P (\52"7 < a) = ®(a) dla kazdego a.

(E) P (% < a) = ®(a) dla kazdego a i dla kazdego n.

Odp. B

Zadanie 11. Zmienne losowe Iy,...,I,,...1 Xq,...,X,, ... sa niezalezne. Kazda ze zmiennych I; ma jedna-

kowy rozklad prawdopodobienstwa: P(I; = 1) = p =1— P(I; = 0). Kazda ze zmiennych X; ma jednakowy
rozklad prawdopodobiefistwa taki, ze EX; = p i VarX; = 0. Niech S,, = 31" | I X, oraz K, = > | I,.

Sn—K
h 2=z nH
\f

Zbadac zbieznosé rozkltadéw prawdopodobienistwa zmiennych losowyc ~

przy n — oo.

Odp. rozklad graniczny N (0, po?)

Zadanie 12. Zalézmy, ze Wy, ..., W,, ... jest ciagiem zmiennych losowych takim, ze zmienna W; ma gestosé
wykladnicza f(w1) = Aexp(—Awp) dla wy > 0; warunkowo, dla danych Wy,..., W, zmienna W, ; ma
gestosé wykladnicza (dla wy41 > 0)
Aexp(wan-i-l% gdy Wy < &
Wpat|Wi, ..., wy) =

F(wnafun ) {uexp(—ywnﬂ), gdy w, > c.
Niech ¢ =1In2, A =1, u = 2. Obliczy¢ lim EW,.
Odp. 4/5
Zadanie 13. Niech X3 ; (n) oznacza kwantyl rzedu 0.1 rozkladu chi-kwadrat z n stopniami swobody (liczbe,

od ktoérej zmienna losowa o rozkladzie chi-kwadrat jest mniejsza z prawdopodobienstwem 0.1). Obliczy¢
(z doktadnoscig do 0.01)

2
_ o Xoa(m) —n
g = Jim LT
Odp. —1.81
Zadanie 14. Niech Xi,...,X,,... bedzie ciagiem zmiennych losowych o wartosciach w zbiorze {0, 1},

stanowiacym ltancuch Markowa o macierzy przejscia

p= Poo Po1 _ 0.8 0.2 .
Pio P11 0.2 0.8
Niech Zi,...,Z,,... bedzie ciaggiem zmiennych losowych o wartosciach w zbiorze {0, 1}, niezaleznych od

siebie nawzajem i od zmiennych Xy,..., X, ... o jednakowym rozkladzie prawdopodobienstwa P(Z; = 1) =
0.9 =1- P(Z; =0). Obserwujemy zmienne Y; = Z; X,. Obliczyé¢ lim P(Y;,, > Y,1).

Odp. 0.126 T
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Zadanie 15. Zalézmy, ze Uy,...,U,,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie
jednostajnym na przedziale [0,1]. Rozwazmy ciag $rednich geometrycznych {/U; ---U,. Udowodnié, ze
lim P (/U U, < 3)=0.

n—oo

Odp. —

Zadanie 16. Macierz prawdopodobienstw przejScia w pojedynczym kroku w lancuchu Markowa o dwdch
stanach {1, 2} jest postaci
p_ [0.25 0.75]

0.5 0.5

Niech X, oznacza stan lancucha w momencie n. Obliczyé¢ lim F(X,Xp41).
Odp. 5/2

Zadanie 17. Obserwujemy dziatanie pewnego urzadzenia w kolejnych chwilach ¢t = 0,1, 2, ... Dzialanie tego
urzadzenia zalezy od pracy dwéch podzespoléow A i B. Kazdy z nich moze ulec awarii w jednostce czasu z
prawdopodobienstwem 0.1 niezaleznie od drugiego. Jezeli jeden z podzespotdéw ulega awarii, to urzadzenie nie
jest naprawiane i dziala dalej wykorzystujac drugi podzespol. Jezeli oba podzespoly sa niesprawne w chwili
t, to nastepuje ich naprawa i w chwili ¢ + 1 oba sa sprawne. Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, ze podzespdt
B jest sprawny w chwili ¢, przy ¢ dazacym do nieskonczonoéci (z doktadnoscia do 0.001).

Odp. 0.635

Zadanie 18. Niech Xi,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozkladu o gestosci

_f 2z, dlaze(0,1),
f(f”)_{o, dla z € (0,1).

1
n

Niech T, = [T, X;
Odp. —

. Udowodnié, ze lim P{|T,, — e~ %%|\/n > e %%} = 0.046.

Zadanie 19. Zmienne losowe 71, ..., Z, i (X1,Y1),...,(X,,Y,) sa niezalezne. Kazda ze zmiennych losowych
Z; ma jednakowy rozklad prawdopodobienstwa P(Z; = 1) = p = 1 — P(Z; = 0). Kazda ze zmiennych
losowych (X;,Y;) ma jednakowy rozklad prawdopodobienstwa taki, ze EX; = EY; =m, VarX; = VarY; =
o? 1 wspélezynnik korelacji Corr(X;,Y;) = o. Niech S,, = >0 | Z;X; i T, = Y. | Z;Y;. Zbadaé zbieznosé
rozktadow prawdopodobienstwa zmiennych

Sn—Tn
7 przy n — +00.
Odp. Rozktad graniczny N(0,2pa?(1 — o))
Zadanie 20. Zmienne losowe X1, Xs,...,X,,... sa niezalezne o jednakowym rozkltadzie
PX,=0=PX,=1)=PX,=2)=PX,=3) = i

Niech Yy = 3 oraz niech dla n = 1,2, ... zachodzi

Y _ 37 gdy Xn = 37
" min{Y,_1, X, }, gdy X, <3.

Obliczyé¢ lim P(Y, < 1).

n—oo

Odp. 1/3
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Zadanie 21. Zalézmy, ze W1, ..., W,, ... jest ciagiem zmiennych takim, ze zmienna losowa W; ma rozklad

Pareto o gestosei f(wy) = ﬁ dla wy > 0, natomiast W,, 11 ma rozklad, przy danych wy, ..., w, o funkcji
gestosci
—t d <1
(TFwni)s 84Y Wn = 1,
Wpat|wy,. .., wy) = !
flwnihor ) { (1+,wi+1)4a gdy wy, > 1.

Wyznaczyé lim E(W,).
Odp. %
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