Zadanie 1. Macierz prawdopodobienstw przej$cia w pojedynczym kroku w tancuchu Markowa o trzech
stanach {E1, Es, E3} jest postaci

g p O

qg 0 pj,

0 q p
gdzie g € (0,1) oraz p =1 — q. Zalézmy, iz po nieograniczenie rosnacej liczbie krokéw rozklad prawdopodo-
biefistwa na przestrzeni stanéw zbiega do P(E1) = 1, P(E;) = 2 oraz P(E3) = 2. Obliczy¢ q.

Odp. 1/3

Zadanie 2. Lancuch Markowa ma przestrzen stanéw {ej, ez, €3, €4} i macierz prawdopodobiefnstw przejécia

0 0 0 1
1 0 0 O
05 02 0 0.3
0 1 0 0

Rozklad poczatkowy (w chwili 0) jest wektorem [0.5 0 0.5 0]. Z jakim prawdopodobienstwem laficuch w chwili
100 znajdzie sie w stanie e4?
Odp. 0.65

Zadanie 3. Lancuch Markowa ma przestrzen stanéw {ej, es, €3} i macierz prawdopodobienstw przejscia

1/3 1/3 1/3
0 1 0
1/6 1/3 1/2

Zakladamy, ze w chwili 0 lancuch znajduje si¢ w stanie e;. Niech T" oznacza chwilg, w ktérej tancuch po raz
pierwszy znajdzie si¢ w stanie es. Wyznaczy¢ warto$é¢ oczekiwana zmiennej losowej 7T'.
Odp. 3

Zadanie 4. Macierz przejécia taficucha Markowa o stanach {F1, Es, F3, E4} jest réwna:

1 0 0 0
12 0 1/2 0
0 1/3 1/3 1/3
0 0 0 1

Niech P™(2,1) bedzie prawdopodobienstwem, ze taicuch po wykonaniu n krokéw znajdzie sie¢ w stanie Ej,
jesli w chwili poczatkowej znajdowal sie w stanie Fo. Obliczyé¢ lim P™(2,1).
n—oo

Odp. 2/3

Zadanie 5. Lancuch Markowa ma dwa stany: E7, Fs i macierz przejscia { . Niech X,, oznacza

0 1
0.5 0.5}
stan, w ktérym znajduje sie taficuch po dokonaniu n krokéw (n = 0,1,...). Funkcje f na zbiorze stanéw
okreslamy wzorem f(FE;) =i dla ¢ = 1,2. Obliczy¢ granice nh—>r2<> Cov(f(Xn), f(Xn+1))-

Odp. —1/9

Zadanie 6. Lancuch Markowa ma przestrzen stanéw { E1, Ea, E5} i stala macierz prawdopodobiefistw przej-
$cia

0 1 0
1 0 0
2/9 4/9 3/9

W chwili poczatkowej jesteSmy w stanie F3. Jakie jest prawdopodobienstwo przebywania w stanie E; po
dwustu krokach.
Odp. 7/12
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Zadanie 7. Rozwazamy lancuch Markowa X1, Xs, ... na przestrzeni stanéw {1, 2,3} o macierzy przejécia
l-« o 0
0 1 0

(gdzie P;j = P(Xp41 = j|X,, = 1) dlai,j = 1,2,3). Zatézmy, ze rozklad poczatkowy laicucha jest wektorem

o af3
= [ B4+2a—af B+22a—apf B+2a—af ]
(gdzie m; = P(X; = i) dla i = 1,2,3). Obliczyé P(X5 = 1|X; # 1, X # 1).
Odp. 5/2

Zadanie 8. Rozwazmy tancuch Markowa X, X;,, Xo,... o dwoch stanach: ,,1”7 i 2”7, ktéry ma nastepujaca
macierz prawdopodobienstw przejécia:
_(1/2 1/2
b= [1 /3 2 /3}

(oczywicie, element P;; stojacy w i-tym wierszu i j-tej kolumnie tej macierzy oznacza P(X, 41 = j|X,, = 17)).
Zal6zmy ponadto, ze P(Xy = 1) = 1. Obliczy¢ lim P(X,, = 1|X,11 = 2).
n—oo

Odp. 1/3

Zadanie 9. Rozwazmy tancuch Markowa Xy, X1,, X5, ... o trzech stanach 1”7, 2”7 i 3”7, ktéry ma naste-
pujaca macierz prawdopodobienstw przejscia

1/2 1/2 0
P=1[1/3 0 2/3
1/3 0 2/3

(oczywiscie, element P;; stojacy w i-tym wierszu i j-tej kolumnie tej macierzy oznacza P(X,11 = j| X, =1)).
Zal6zmy ponadto, ze P(Xo=1) =1/6, P(Xo =2) =1/3 i P(X, = 3) = 1/2. Obliczy¢

m P(Xpi1 = 11X, = 2).
Odp. 13/36

Zadanie 10. Rzucamy symetryczna moneta tak dlugo, az w dwoéch kolejnych rzutach pojawia sie ,reszki”.
Obliczy¢ wartosé oczekiwana liczby wykonanych rzutéw. (Wskazéwka: jesli w rzucie numer n jest orzel to
przyjmijmy, ze ,uklad jest w stanie 0”. Jesli w rzucie numer n jest reszka a w rzucie n — 1 byl orzel, to
wuklad jest w stanie 17. Konczymy, gdy ,uklad znajdzie sie w stanie 2”. W ten sposob definiujemy tancuch
Markowa. Rozpatrzeé¢ warto$é oczekiwana liczby rzutéw w zaleznosci od stanu ukladu.)

Odp. 6

Zadanie 11. Rozwazamy lancuch Markowa X1, X», ... na przestrzeni stanéw {1, 2,3} o macierzy przejscia
1/2 1/2 0
P=|1/4 0 3/4],
0 1 0

(gdzie P = P(X, 41 = j| X, = 1) dlad,j = 1,2,3). Zalézmy, ze rozklad poczatkowy lancucha jest wektorem

(gdzie m = P(X; =) dla i = 1,2,3). Obliczy¢ P(X3 = 1|X5 # 1, X1 # 1).
Odp. 1/8
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Zadanie 12. Macierz prawdopodobienstw przejscia w jednym kroku dla tancucha Markowa X, X1, Xo, ...
o trzech stanach {1,2,3} jest postaci

1/3 1/3 1/3
P=1|1/2 1/2 0 |,
1/3 0 2/3

(oczywicie, element P;; stojacy w i-tym wierszu i j-tej kolumnie tej macierzy oznacza P(X,41 = j|X,, = 1)).
Obliczy¢ lim Cov(Xp, Xpt1)-

n—oo
Odp. 0.125
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