1. W sprzedazy znajduja sie produkty wytwarzane w trzech réznych zaktadach 71, Zs, Z3, ktérych udzialty
w rynku wynoszg odpowiednio 40%, 35%, 25%. Wiadomo, ze wadliwo$¢ produkeji poszczegdlnych zaktadow
wynosi odpowiednio 1%, 2%, 3%. Wyznaczy¢ udzialy produkcji poszczegdlnych zakltadéw wéréd produktow
dostarczanych do punktu napraw gwarancyjnych.

Okreslmy zdarzenia:

A — losowo wybrany produkt bedzie wadliwy (trafi do punktu napraw);
By — losowo wybrany produkt wytworzony zostal w zaktadzie Z7;

By — losowo wybrany produkt wytworzony zostal w zaktadzie Zs;

Bs — losowo wybrany produkt wytworzony zostal w zaktadzie Zs;

Mamy wyznaczy¢ prawdopodobienstwa: P(B1|A), P(Bg|A) oraz P(B3|A).
Obliczymy P(B;|A). Skorzystamy ze wzoru Bayesa:

Poniewaz zdarzenia Bi, By, B3 sa wzajemnie wykluczajace sie, wiec prawdopodobienstwo wylosowania wa-
dliwego produktu wyznaczymy korzystajac ze wzoru na prawdopodobienistwo catkowite:

P(A) = P(A[By)P(By) + P(A|By) P(Bs) + P(A| B3) P(By).
7 warunkéw zadania mamy:
P(B;) =0.40, P(By) =0.35, P(B3) =0.25

P(A|By) = 0.01, P(A|By) = 0.02, P(A|Bs) =0.03

Podstawiajac odpowiednie wartosci otrzymujemy
P(A) =0.0185,

czyli na rynku jest 1.85% wadliwych produktéw.

Podstawiajac odpowiednie warto$ci otrzymujemy P(B;|A) = 20% ~ 0.2162.

0185
W podobny spos6b obliczamy P(Bz|A) ~ 0.3784 oraz P(Bs|A) ~ 0.4054.

(=}

Wéréd produktéw dostarczanych do punktu napraw jest 21.62% produktéw pochodzacych za zakltadu 7y,
37.84% produktéw z zakladu Z5 oraz 40.54% produktéw z zakladu Zs.
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2. Funkcja gestosci dana jest wzorem

_Jaz+y, da(z,y) € (0,1)x(0,1),
flz,y) = { 0, poza tym.

Obliczy¢ E(X +Y|X > 0.5).

7 wlasnosci wartoéci oczekiwanej mamy
E(X+Y|X >05)=E(X|X >05)+ EY|X >0.5).
Znajdziemy gestosci rozkladéw warunkowych: fx|x>0.5(7) oraz fy|x>0.5(¥)-

Dystrybuanta pierwszego rozktadu warunkowego:
P{X <2&X > 0.5}

Fx|x>o05(z) = P{X <z|X > 0.5} =

P{X > 0.5}
0, dla = < 0.5,
0, dla z < 0.5, IN [f“ 1ic y)dy] dt
L RNy R U R
=0. o [f_oo f(t,y)dy} dt

Wyznaczamy gesto$é¢ rozktadu brzegowego zmiennej losowej X:
[ sy = ey =a 1z dno<r <1
oo 0, dla pozostatych z.

Ostatecznie otrzymujemy

0, dla z < 0.5, 0, dla z < 0.5,
Fxlxz05($) = f0£(t+0'5)dt7 dlaz> 0.5 = { % (502 — T — %) y dla0.b <z < 1,
fols(t+0.5)dt 1, dlaxz >1
czyli gesto$é wyraza sie wzorem
0, dla z < 0.5,
fx1x205(2) = Fx|x505(%) = { 2(2z—-1), da05s<z<l,
1, dlaxz >1
A zatem
oo 1 4 1
E(X|X >0.5) = rfx|x>05(x)dr = T 2z —1)dx = 5
—o00 0.5
Dystrybuanta drugiego rozktadu warunkowego:
P{Y < y&X > 0.5}
F =P{Y <y|X >0.5} = — —
Y\XZO.S(y) Y <y|X > } P{X > 0.5}
S [/ ftwydu] at (0, dlay <0,
= =< 1.6(0.375y + 0.25¢y%), dla0<y <1,
f0_5 |:f—oo f(ta u)du} dt 1, dla y>1
czyli gesto$¢ wyraza si¢ wzorem
0, dla y <0,
frixz05(y) = Fyx>05y) = { 1.6(0.375+0.5y), dla0<y<1,
1, dlay>1
A zatem
o ! 1.7
E(Y|X >0.5) = / yfy|x>05y)dy = / y1.6(0.375 + 0.5y)dx = -
—0o0 0
Tak wiec
1 1.7
E(X+Y|X >05) = 6 + 5 0.45
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3. Zmienne losowe X1, Xo, X3, X4 sa niezalezne i maja jednakowy rozklad normalny N(0,0?). Obliczy¢
P(5X1 - X5 > X3 — 5X4)

Zauwazmy, ze
P(5X1 — X5 >X3—5X4):P(5X1 —XQ—X3+5X4 >0)

7 wtasnosci rozktadu normalnego wiadomo, ze zmienna losowa 5X; — Xo — X3 + 5X4 ma rozktad normalny
7 parametrami:
E(5X; — Xy — X3+5Xy)=5EX; —FEXy — EX3+5EX,=0
D? (5X1 — Xo — X3+ 5X4) = (niezaleznosé zmiennych losowych X1, Xo, X3, X4)
D*(5X1) + D*Xy + D> X3 + D*(5X4)
=25D?%(X) + D*Xo + D*X3 + 25D%*(X,) = 520°.

Tak wiec, zmienna losowa

C5X1 — Xo — X3+ 5X,
oV/52

ma standardowy rozklad normalny, to znaczy rozktad N(0,1).

3

Otrzymujemy
1
P(5X1—X2>X3—5X4):P(5X1—XQ—X3+5X4>O):P(€>O):1—¢)(O):5

Tutaj ®(-) oznacza dystrybuante standardowego rozkladu normalnego.
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4. Obliczy¢ w przyblizeniu prawdopodobienstwo, ze partia pieciuset elementéw, z ktérych kazdy ma czas
pracy T; (¢ = 1,2,...,500) wystarczy na zapewnienie pracy urzadzenia przez lacznie tysiac godzin, gdy
wiadomo, ze ET; = 2 oraz D?T; = 1.

Mamy obliczy¢
500
P (Z T; > 1000)

i=1

wiedzac, ze zmienne losowe T sg niezalezne, o tym samym rozkladzie takim, ze ET; = 2 oraz D*T; = 1.
Skorzystamy tutaj z Centralnego Twierdzenia Granicznego gloszacego, ze

S T, — nET)
P( T <)~ o),

gdzie ®(u) oznacza warto$¢ w punkcie u dystrybuanty standardowego rozkladu normalnego.

Mamy
500 500
P (ZT > 1000) =P <ZT —500-2 > 1000 — 500~2>
=1 1=1

» <§;§E‘1 T, —500-2 _ 1000 — 500 2)

>
/500 -1 V500 -1

_p(Z2iTi—1000
v/500

~1—®(0) =0.5.

A zatem, z prawdopodobienstwem okolo 1/2 partia pieciuset elementéw wystarczy na zapewnienie pracy
urzadzenia przez lacznie tysiac godzin.
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