Spis tresci

Spis tresSci

1 Wstep 1
1.1 Rachunek prawdopodobiefistwa . . . . . . ... ... ... ... 1
1.2 Literatura . . . . . . . . . ... e 1
1.3 Podstawy . . . . . . . . .. 2

2 Miara prawdopodobienstwa 2
2.1 Definicjaiwlasnosci . . . ... ... Lo 2
2.2 Prawdopodobienistwo warunkowe . . . . . .. ... ... .. .. 4
2.3 Prawdopodobienistwo catkowite . . . . ... ..o L 4
2.4 NiezaleznoS¢ zdarzen . . . . . . . . . .. ... 7

1 Wstep

1.1 Rachunek prawdopodobienstwa

Dzial matematyki zajmujacy si¢ badaniem modeli zjawisk losowych (przypadko-
wych) i praw nimi rzadzacych (Encyklopedia Popularna PWN, 1998)
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1.3 Podstawy

Pojeciem pierwotnym w rachunku prawdopodobienstwa jest przestrzen zdarzen
elementarnych ().

2 Miara prawdopodobienstwa

2.1 Definicja i wlasnosci

Prawdopodobienstwo

Definicja o-ciala
Rodzing zbioréw F spelniajaca warunki

o F#I



e JesliAe F,toQ\Ae F
o Jesli A; € Fdlai =1,2,...,to UAZE.F
i=1

nazywamy o — ciatem podzbioréw zbioru 2

Zdarzenie losowe
Elementy rodziny F nazywamy zdarzeniami losowymi

Prawdopodobienstwo

Definicja
Dowolna funkcja P : F — R taka, ze

o (VA€ F)P(A)>0
e P()=1
o Jesli (Ai)izl 2
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Przestrzen probabilistyczna

(Q,F,P)
Prawdopodobienstwo
Wiasnosci
A, B, Ay,..., A, €F
e P(0)=0

o jezeli A;,NA; =0dlai+# j, to
J J

P ([_j Ai) ~ 3

o P(A)=1—-P(A),gdzie A/ =Q\ A



Prawdopodobienstwo

Wilasnosci
A, B, Ay,...,A, €F

e Jesli AC B,to P(B\ A) = P(B) — P(A)
e Jesli A C B, to P(A) < P(B)

o P(A) <1

e P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANB)

2.2 Prawdopodobienstwo warunkowe

Prawdopodobienstwo warunkowe

Definicja
Prawdopodobienstwem warunkowym zaj$cia zdarzenia A pod warunkiem zajécia
zdarzenia B takiego, ze P(B) > 0 nazywamy liczbe

mmmzﬁ%%@

Wzér tancuchowy
Jesli P(Al N...N An—l) > 0, to

P(A1)P(A3]A)P(A3|Ay N Ag) - P(An| A1 N .. N Aply)

2.3 Prawdopodobienstwo catkowite

Prawdopodobienstwo catkowite

Rozbicie przestrzeni
Rozbiciem przestrzeni € nazywamy rodzing zdarzen { H;};—
nie wykluczaja sig, zas ich suma jest rowna ).

n, ktore wzajem-

.....

Prawdopodobienstwo catkowite



Niech { H;};—1, .. » bedzie rozbiciem przestrzeni 2 na zdarzenia o dodatnich praw-
dopodobieristwach. Wéwczas dla dowolnego zdarzenia A zachodzi

= ZP(AIHi)P(Hi)

Prawdopodobienstwo catkowite - przyklad

Zadanie

Przedsigbiorstwo zawarto umowy z zaktadami 2, Z;5 oraz Z3 na dostawg podze-
spotéw. Zaktad Z; dostarcza 50%, zaktad Z, dostarcza 35% natomiast zaktad Z3
dostarcza 15% potrzebnych podzespotéw. Wiadomo, ze 95% dostaw zaktadu 77,
80% dostaw zaktadu Z, oraz 85% dostaw zaktadu Z3 odpowiada wymaganiom
technicznym. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze jeden wylosowany podzesp6t
odpowiada wymaganiom technicznym?

Prawdopodobienstwo catkowite - przyklad

Rozwiazanie
A - zdarzenie polegajace na wylosowaniu podzespotu odpowiadajacemu wymo-
gom technicznym.

B, - zdarzenie polegajace na wylosowaniu podzespotu wyprodukowanego w
zaktadzie 7.

B, - zdarzenie polegajace na wylosowaniu podzespotu wyprodukowanego w
zaktadzie Z5.

B3 - zdarzenie polegajace na wylosowaniu podzespotu wyprodukowanego w
zaktadzie Z5.

Prawdopodobienstwo catkowite - przyklad

Rozwiazanie
P(A|B;) =095 P(B;

)
P(A|By) = 0.80 P(B,)
)
(

0.5

0.3

P(A|B;) = 0.85 P(B;) = 0.1

P(A) = P(A|B)P(By) + P(A|By)P(By) + P<A|Bg> (By)
= 0.8825



Prawdopodobienstwo catkowite

Wzér Bayesa
Niech {H;}i—1,. » bedzie rozbiciem €2 na zdarzenia o dodatnich prawdopodobien-
stwach i P(A) > 0. Wéwczas dla dowolnego j € {1,...,n} mamy

_ P(A|H))P(H,)
PULIA) = S~ b a1 ) P (i)

Prawdopodobienstwo catkowite
Wzér Bayesa - przyklad
Pacjentka zrobita mammografi¢ i dostata pozytywny wynik.

CZY MAM RAKA, DOKTORZE?

Chcemy podac ryzyko tego, ze pacjentka z pozytywnym wynikiem mammo-
grafii ma raka to znaczy, chcemy wyznaczy¢

P{osoba chora|wynik pozytywny }

Wzér Bayesa - przyklad

Wiadomo: czulosé testu mammografii wynosi 87%
P{wynik pozytywny|osoba chora} = 0.87

Wiadomo: swoisto$¢ testu mammografii 93%
P{wynik negatywny|osoba zdrowa} = 0.93

Wzér Bayesa - przyklad

Wiadomo: czesto$¢ wystepowania choroby wynosi 0.7%
P{osoba chora} = 0.007

Ogolny odsetek wynikow pozytywnych
P{wynik pozytywny} =
P{wynik pozytywny|osoba chora} - P{osoba chora}+
P{wynik pozytywny|osoba zdrowa} - P{osoba zdrowa} =
0.87-0.007 + 0.07 - 0.993 = 0.0756



Wzér Bayesa - przyklad

Ryzyko choroby przy pozytywnym wyniku
P{osoba chora|wynik pozytywny} =
P{wynik pozytywny|osoba chora} - P{osoba chora}

P{wynik pozytywny }
0.87-0.007

= (0.0805
0.0756

Odpowiedz lekarza
RYZYKO TEGO, ZE MA PANI RAKA WYNOSI 8.05%.

2.4 Niezaleznosc¢ zdarzen

Niezalezno$¢ zdarzen

Definicja
Zdarzenia A oraz B nazywamy niezaleznymi, gdy

P(B|A) = P(B), P(A)>0.
Twierdzenie
Zdarzenia A oraz B sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy

P(AN B) = P(A)P(B)

Niezalezno$¢ zdarzen

Definicja
Zdarzenia Ay, ..., A, nazywamy niezaleznymi, gdy

dal<i<ig<---<iu <n, k=23,....n



Niezalezno$¢ zdarzen

Twierdzenie
Jezeli wzajemnie wykluczajace si¢ zdarzenia A oraz B sa takie, ze P(A) > 0 oraz
P(B) > 0, to nie sa to zdarzenia niezalezne

Dowoéd
Zdarzenia A oraz B sa wzajemnie wykluczajace sig, wigc AN B = ().
Zatem P(AN B) = 0.
Poniewaz P(A) > 0 oraz P(B) > 0, wigc P(A)P(B) > 0.
Czyli P(AN B) # P(A)P(B).
Zdarzenia A oraz B nie sg niezalezne



