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1 Zmienne losowe

Zmienne losowe

Definicja
Zmienna losowa nazywamy funkcj¢ rzeczywista £ : {2 — R taka, ze

VreR){we: ((w)<z}eF

Rozklad zmiennej losowej

Rozktadem zmiennej losowej £ nazywamy rozktad prawdopodobienstwa P; na R

okreSlony wzorem

P:(A)=P{weQ: £w) e A})=P(E(4) dladCRr



1.1 Dystrybuanta

Zmienne losowe

Dystrybuanta
Dystrybuantg zmiennej losowej & nazywamy funkcje F' : R — [0, 1] okreslona
wzorem

Zmienne losowe

Wilasnosci dystrybuanty
e [’ jest niemalejaca

e lim F(z)=0, lim F(z)=1

T—r—00 T—00

e [’ jest prawostronnie ciagla

Twierdzenie
Kazda funkcja F' : R — [0, 1] o powyzszych wtasnosciach jest dystrybuanta pew-
nej zmiennej losowe;.

Zmienne losowe

Wiasnosci dystrybuanty

Pla<¢<b)=F®) - F(a)
P({ =a) = F(a) - F(a—)
P(a
Pla <



1.2 Dyskretne zmienne losowe

Dyskretna zmienna losowa

Definicja
Zmienna losowa ¢ jest typu skokowego (dyskretna), jezeli istnieje skoiiczony lub
przeliczalny zbior X C R taki, ze

P(x) =1

Funkcja rozkladu prawdopodobienstwa
Funkcj¢ f : R — R, okreS§lona wzorem

_JP{¢{=2}, darex,
J(x) = {0, dlaz & X,

nazywamy funkcja rozkladu prawdopodobienstwa

1.3 Ciagle zmienne losowe

Ciagla zmienna losowa

Definicja
Zmienna losowa £ o dystrybuancie F’ jest typu ciaglego, jezeli istnieje taka funkcja
f >0, ze dla kazdego = zachodzi rownos¢

F(z) = / F(u) du

Funkcja gestosSci
Funkcj¢ f nazywamy funkcja gestosci rozktadu prawdopodobieristwa zmiennej
losowej &

W skrécie: gestos¢ rozkladu prawdopodobienstwa

Ciagla zmienna losowa

Twierdzenie
Jezeli f : R — R, jest takg funkcja, ze

/_Z flz)de =1

to f jest funkcja gestosci pewnej zmiennej losowe]



1.4 Momenty
Momenty

Definicja
Momentem rzedu k£ zmiennej losowej £ nazywamy wielko$¢

B¢k = /R 2* F(dx)

Jawny wzoér
k _ Zmex xkp{g = J}},
B = {fR ok f(z)dz

Momenty

Wartos¢ oczekiwana
Wartos$cia oczekiwang F'¢ nazywamy moment rzgdu 1

Jawny wzor
) e wP{E =z},
B = {fR v f(z)dr

Momenty centralne

Definicja
Momentem centralnym rzgdu £ zmiennej losowej & nazywamy wielkos¢

(e - Beff = / (x — E€)*F(ds)

R

Jawny wzoér
erx(x - E€>kp{€ = x}v

— k:
E(¢ — E¢) {fR@_E@kﬂ@dw



Momenty

Wariancja
Wariancja D¢ nazywamy moment centralny rzedu 2 Odchylenie standardowe:

D¢ = /D%
Jawny wzoér

D _ {zx@ax — B&)*P{¢ = a},
Julw = B f(2)da

Momenty

Twierdzenie
D% = E¢* — (E¢)*

Dowdéd (dla dyskretnych zmiennych losowych)

Y (@—EBE’P{¢ =} =) (2 —22(E)+(E?) P{¢ = a} =

Y @tP{E=a} —2(BE Y aP{E =1} + (B’ =
> 2’P{¢ =2} — (B¢)? = B — (B¢)”

Dyskretna zmienna losowa - przyklad

Tres¢
Z urny, w ktorej sa cztery kule biate 1 szeS¢ zielonych losujemy ze zwracaniem
trzy kule. Zmienng losowa & jest liczba wylosowanych kul biatych. Podac:

e rozktad zmiennej losowej &
e dystrybuantg zmiennej losowej &
e wartoS$¢ oczekiwang zmiennej losowej &

e wariancj¢ zmiennej losowej &



Dyskretna zmienna losowa - przykiad

Rozklad zmiennej losowej &
Zbiér wartosci zmiennej losowej &: {0, 1,2, 3}

P{{ =0} =

P{wylosowano trzy kule zielone} =

P{los. 1=zielona&los. 2=zielona&los. 3=zielona} =
P{los. 1=zielona} P{los. 2=zielona} P{los. 3=zielona} =
= (0.6)(0.6)(0.6) = (0.6)*

Dyskretna zmienna losowa - przyklad

Rozklad zmiennej losowej &
P{{ =1} =
P{wylosowano jedna kulg biatg i dwie zielone} =
P{BZZ lub ZBZ lub ZZB} =
P{BZZ} + P{ZBZ} + P{ZZB} =
(0.4)(0.6)(0.6) + (0.6)(0.4)(0.6) + (0.6)(0.6)(0.4) = 3(0.4)(0.6)?

Dyskretna zmienna losowa - przykiad

Funkcja rozkladu zmiennej losowej &

((0.6)3 dlaz =0
3(0.4)(0.6)*> dlax =1

P{¢ =12} =(3(0.4)%0.6) dlax =2

(0.4)3 dlaz =3

0 dla pozostatych x

\

Dyskretna zmienna losowa - przyklad

Dystrybuanta zmiennej losowej &



Fe(t)=P{é<ty =) P{¢=ua}=

(0 dlaz <0
P{¢ =0} dlaz <1
P{E=0}+P{c=1} dlaz < 2
P{=0}+P{¢=1}+P{¢ =2} dlaz < 3
P{=0}+P{E=1}+P{¢=2}+P{¢=3} dlaz>3

Dyskretna zmienna losowa - przyklad

Dystrybuanta zmiennej losowej &
O Pierwsze zadanie samodzielne:
narysowaC wykres dystrybuanty F¢

@ Drugie zadanie samodzielne:
sprawdzi¢ wilasnosci dystrybuanty

Dyskretna zmienna losowa - przyklad

Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej &

E¢=) aP{¢{ =z} =
Z rP{{=x} =
z€{0,1,2,3}

0-P{{=0}+1-P{c=1}+2-P{{=2}+3-P{¢=3}
@ Trzecie zadanie samodzielne:
porachowaé wartos$¢ oczekiwang zmiennej losowej &

Dyskretna zmienna losowa - przyklad

Wariancja zmiennej losowej &

D¢ => (v — B’ P{{ =} =

reX

Y (w-EBY’P{=a}=

z€{0,1,2,3}
(0— E&)® - P{E¢ =0} + (1 — BE)*- P{¢ = 1}+
(2— E&)?-P{¢=2}+ (3— E¢)*- P{¢ =3}
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O Czwarte zadanie samodzielne:
porachowaé wariancj¢ zmiennej losowej &

1.5 Funkcje zmiennych losowych

Funkcje zmiennych losowych

Rozklad funkcji zmiennej losowej
Niech h : R — R iniech nn = h(§).

Fy(z) = P{h(§) < a} = P{§ € h™'(~00,2)}

Funkcje zmiennych losowych

Rozklad funkcji zmiennej losowej - przyklad
Podac rozktad zmiennej losowej n = £2.

Fy(z) = P{&* <}

0, jezeliz < 0

P{—Vx <& <z}, jezelixz >0
0, jezeliz < 0
| Fe(Vx) = Fe(—v/7), jezeliz >0

Funkcje zmiennych losowych

Twierdzenie (zalozenia)
Niech £ bedzie zmienng losowa typu ciagtego. Niech h bedzie funkcja okreslong

na zbiorze
n
U [ak’a bk];
k=1

ktéra na kazdym przedziale otwartym (ay, by) jest funkcja $ciSle monotoniczna
oraz ma ciagla pochodng h'(z) # 0. Niech gx(y) bedzie funkcja odwrotng do
funkcji h(z) na przedziale

I = h((ag, b)) = {y : x € (ax, by), h(z) = y}.



Funkcje zmiennych losowych

Twierdzenie (teza)
Wéwezas funkcja gestosci zmiennej losowej 77 = h(£) ma postaé

Fa) = felar()) - 1M ()] - 11, (y)

2 Rozklady dyskretne

2.1 Rozklad dwupunktowy

Doswiadczenie Bernoulliego

Okreslenie

Wykonujemy dwuwynikowe do§wiadczenie. Wyniki nazywane sa umownie suk-
ces oraz porazka. Prawdopodobienistwo sukcesu wynosi p (porazki: 1 — p).
Zmienna losowa & jest uzyskanie sukcesu.

Rozklad dwupunktowy D(p)

Definicja
Zmienna losowa ¢ ma rozktad dwupunktowy z parametrem p € (0, 1), jezeli

P{{=1}=p=1-P{¢=0}

Rozklad dwupunktowy D(p)
Momenty

EE=p
D*¢ = p(1 —p)
Q Zadanie samodzielne:

sprawdzié powyzsze wzory



2.2 Rozklad dwumianowy

Schemat Bernoulliego

Okreslenie
Dwuwynikowe doswiadczenie o prawdopodobiefistwie sukcesu p wykonujemy
n-krotnie w sposob niezalezny.

Zmienna losowa & jest liczba sukceséw w tym ciggu do§wiadczen.

Rozklad dwumianowy B(n, p)

Definicja
Zmienna losowa ¢ ma rozktad B(n, p), jezeli

n _
P =11 = ()= k=01

Rozklad dwumianowy B(n, p)

Momenty
E¢ =mnp

D*¢ = np(1 —p)

Rozklad dwumianowy B(n, p)

Warto$¢ oczekiwana

ES :i k(Z)pk(l —p)" = 2:: k(Z)pk(l — )k

10



Rozklad dwumianowy B(n, p)
Wariancja
(¢ Zadanie samodzielne:

wyznaczy¢ wariancjg¢ zmiennej losowej o rozktadzie dwumianowym B(n, p)

2.3 Rozklad ujemny dwumianowy (Pascala)

»Schemat Bernoulliego”

Okreslenie
Dwuwynikowe doSwiadczenie o prawdopodobienstwie sukcesu p wykonujemy w
spos6b niezalezny az do uzyskania z gory ustalonej liczby sukceséw 7.

Zmienng losowa & jest liczba porazek w tym ciagu do§wiadczefi. (Zmienna

losowa ) = & + 7 jest liczbg wszystkich wykonanych doswiadczen).

Rozklad ujemny dwumianowy N B(r, p)

Definicja
Zmienna losowa £ ma rozktad ujemny dwumianowy z parametrami (r, p) , jezeli

r+k—-1\ ,
Pr,p{fzk}:( k )p (1_p)k7 k:071727"-

Rozklad ujemny dwumianowy N B(r, p)

Momenty
pe= "0 p)
p
1—
D2€ — T( . p)
p

Q Zadanie samodzielne:

sprawdzié powyzsze wzory
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Rozklad ujemny dwumianowy N B(1, p)

Szczegoblny przypadek
Rozktad ujemny dwumianowy z » = 1 nazywamy rozkladem geometrycznym

Rozklad geometryczny

Twierdzenie (Brak pamieci)
Jezeli zmienna losowa & ma rozktad geometryczny, to

P{E>k+1E>ky=P{E>1), Yk >0

Dowdd (fatwy)
Wskazéwka:
jezeli|g] < 1,t0 3% ¢/ = £

2.4 Rozklad Poissona
Rozklad Poissona Po()\)

Definicja
Zmienna losowa { ma rozktad Po(\), jezeli

k

A
PA{g:k}:Fe—*, k=0,1,...

Rozklad Poissona Po()\)

Momenty
EE= )

D*¢ =\
O Zadanie samodzielne:
sprawdzié powyzsze wzory
Wskazéwka: e? = S &

§=0 41

12



2.5 Rozklad hipergeometryczny
Rozklad hipergeometryczny H (N, M, n)

Definicja
Zmienna losowa £ ma rozktad hipergeometryczny z parametrami (N, M, n), jezeli

() Gt
()
k=koko+1,... ki,
ko = max{0,n — N + M}, k; = min{n, M }.

Pyou{é =k} =

Rozklad hipergeometryczny H (N, M, n)

Momenty
E¢ = n%
~n(N—=n)M(N - M)
D= (n—1)N?

3 Rozklady ciagle

3.1 Rozklad jednostajny
Rozklad jednostajny U(a, b)

Definicja
Zmienna losowa & ma rozktad jednostajny na przedziale (a,b), jezeli jej funkcja
gestosci wyraza si¢ wzorem

1

f@) =3 1@n(2)

Rozklad jednostajny U(a, b)

Momenty
1 pkHL _ gkl
E¢r = k=1,2
§ b—a k+1 ( ’ )
b—a)?
D2 — (
¢ 12

13



Rozklad jednostajny U(a, b)
Moment rzedu &
B¢k = / o* f(x)da

a b a
1
:/ xk-Od:c—l—/:ck dw+/ z* - 0dx
o « bL—a b

1 |:l’k+1 :|b 1 bk+1 o ak+1

:b—a k+1| b—a k+1

Rozklad jednostajny U (a, b)

Twierdzenie
Jezeli zmienna losowa & ma rozktad o dystrybuancie £, to zmienna losowa U =
F (&) ma rozktad jednostajny na przedziale (0, 1).

Twierdzenie
Jezeli F jest dystrybuantg oraz zmienna losowa U ma rozktad jednostajny na prze-
dziale (0, 1), to zmienna losowa ¢ = F~'(U) ma rozktad o dystrybuancie F'.

3.2 Rozklad beta
Rozklad beta Bet(a,b)

Definicja
Zmienna losowa ¢ ma rozktad beta z parametrami a oraz b (a,b > 0), jezeli jej
funkcja gestosci wyraza si¢ wzorem

Fo) = %Wu ) (@)

[(z) = [;° e 't*'dt jest funkcja gamma.

Funkcja gamma

Przydatne wlasnoSci
o I'(z+1) =zI'(2)

e ['(n) = (n — 1)! dla naturalnych n

14



e I'(0.5) =/

. fol 29711 — z)ldz = L(a)I'(b)

Rozklad beta Bet(a,b)

Moment
° eE;_F(a—i—k:)F(a—kb)_ ala+1)---(a+k—1)
S T(@(a+b+k) (a+bla+b+1)---(a+b+k—1)
D% — ab

(@a+b0)2(atb+1)

Q Zadanie samodzielne:

sprawdzi¢ powyzsze Wzory

Rozklad beta Bet(1,1)

Szczegdlny przypadek
Rozktad beta z a = b = 1 jest rozkladem jednostajnym U (0, 1)

3.3 Rozklad gamma

Rozklad gamma G(a, \)

Definicja
Zmienna losowa ¢ ma rozktad gamma z parametrami « oraz A (o, A > 0), jezeli
jej funkcja gestosci wyraza sig wzorem

1

1) = gy e S wea @

Rozklad gamma G(a, \)

Momenty
E¢F =a(a+1)---(a+k—1)- N

D% = - N2

15



Rozklad gamma G(a, \)

Wartos¢ oczekiwanaOO
E¢ = / zf(x)dx

—00

0 fe’e)
1 a—1_-%
—/_Oo:v-de+/0 I)\O‘F(a)x e dx
)\QF &)/ % Ndx
A r\ Tla+1)
" T(a /0 </\>_)\ M)~

Rozklad gamma G(a, \)

Momenty
Q Zadanie samodzielne:

wyznaczyé EEF

wyznaczyé D3¢

Rozklad gamma G(o, \)
Szczegodlne przypadki

e Rozktad gamma z o = 1 nazywamy rozkladem wykladniczym

e Rozktad gamma z parametrami o = r/2 oraz A = 2 nazywamy rozkladem
chi-kwadrat z r stopniami swobody

Rozklad wykladniczy

Twierdzenie (brak pamieci)
Jezeli zmienna losowa £ ma rozktad wykladniczy z parametrem A > 0, to

P{E>t+ At >t} = P{E > At}, VY, At >0

Dowdéd (latwy)
Wskazowka:
jezelit > 0,t0 [ e dx = e

16



3.4 Rozklad normalny
Rozklad normalny N (u, o%)

Definicja
Zmienna losowa ¢ ma rozktad normalny z parametrami y oraz o2, jezeli jej funk-
cja gestoSci wyraza si¢ wzorem

1 x—p)2
Juo2(z) = e 3(%54) . _oo < 2 < 0.

Rozklad normalny N (y, 0%)

Standaryzacja
Jezeli € ~ N(u,0?%),to

Oznaczenia: ®(-), (-

Jezeli € ~ N(u,0?), to

P{Séa}:P{nga_“}:q)(a—u)

Rozklad normalny N (y, 0%)

Wazna wlasnos¢ rozkladu N (0, 1)
Udowodnié, ze funkcja

()~ 5

jest funkcja nieparzysta.

Rozklad normalny N (1, 02)

Wazne prawdopodobienstwo
(Vk > 0)P{|§ — pu| < ko} =2®(k) — 1

17



P{l¢ —u| <ko}=P{-ko <&—pu<ko}
:P{—k< §n <k:0}

—®(k) — d(—Fk)
—20(k) — 1

Rozklad normalny N (y, 0%)

Prawo trzech sigm
k=1: P{l{—p|l <o} =29(1) —1~0.68

k=2: P{l{—p| <20} =20(2) —1~0.95
k=3: P{|¢— | <30} =20(3) — 1 ~ 0.997

Rozklad normalny N (u, 0%)

Momenty
E¢=p
D2£ — 0_2
E¢—-u*=1-3-5-(2k—1)c*
E(— ) =0

Rozklad normalny N (y, 0%)

Wartos¢ oczekiwana
E¢ = / xf(z)dz

—0o0

o0 1 1(z—p\2 _
:/ T e_§<7) dx {u;:x Mydu:d_x}
_ g

o O\ 2T

1 ee 1.2
= — uo + p)e 2" du
= e
g o 1,2 1 & 1,2
= —— ue 2" du + —/ e 2" du
V 2 /oo a V 27 J o

= (& =
Nz N RN
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Rozklad normalny N (u, 0%)

Momenty
O Zadanie samodzielne:

wyznaczyé D¢
wyznaczy¢ E(§ — p)*
)2/€+1

wyznaczyC E (€ — i

Wskazowka: zastosowac catkowanie przez podstawienie oraz przez czgsci
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