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1 Wektory losowe

1.1 Definicja

Definicja
Wektorem losowym ¢ = (1, .. ., &,) nazywamy odwzorowanie

¢:(Q,F,P)—>XCR"
takie, ze dla dowolnego (x1, xa, ..., z,) € R"

{we: {w) <xy,...,6 W) <x,} €F
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1.2 Rozklady
Rozklad taczny

OKreSlenie
Rozkladem wektora losowego & nazywamy rozktad prawdopodobienstwa P, na X
okreslony wzorem

P.(A) = PUw e Q: ¢w) e A}) dla A € B(x)

Dystrybuanta
Dystrybuanta wektora losowego ¢ nazywamy funkcje Fe : R” — [0, 1] okreslong
wzorem

Fe(xy,...,xn) = P& < xq,...,& < z,)

Rozklad faczny

Rozklad skokowy (dyskretny)
Wektor losowy jest typu skokowego, jezeli istnieje zbiér skoriczony lub przeli-
czalny X C R", taki ze P(X) =1

Rozklad taczny

Rozklad ciagly
Wektor losowy jest typu ciaglego, jezeli istnieje nieujemna funkcja fe(z) taka, ze
dla kazdego = € R"”

Tn

Fs(m):/---7f€(u1,...,un)du1...dun

—00

Funkcja f¢(z) nazywa si¢ gestoscia.

Rozklad taczny

Przyklad: rzut dwiema szeSciennymi kostkami
& — wynik rzutu pierwsza kostka; £, — wynik rzutu druga kostka (&, &2) — wynik
rzutu para kostek Funkcja rozktadu prawdopodobieristwa

P{(&1,&) = (4,4)} =pij, 4,j=1,...,6
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Dystrybuanta

Feo(ny) =Pla<n&<yy= > py

(4.9)7i<z,j<y

Rozklad taczny

Przyklad: strzal do okraglej tarczy
& — odcigta punktu trafienia; &, — rzgdna punktu trafienia (&, &>) — wspdtrzedne
punktu trafienia Funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienistwa

1
e (2,9) = —31genpcn (@,y)

Dystrybuanta Fi¢, ¢,)(z,y) = [ [Y  f(t,u)dudt

Rozklad brzegowy

Okreslenie

Niech f, bedzie gestoscia facznego rozktadu prawdopodobienstwa wektora loso-
wego ¢ = (&1, .. .,&,). Funkcja gestosci rozktadu brzegowego zmiennej losowe;j
&1 okreslona jest wzorem

o0

f§1($1):/"'/fg(fﬁl,...,l‘n)d$2...d$n

Rozklad brzegowy

OKreSlenie

Niech f, bedzie gestoscia facznego rozktadu prawdopodobienstwa wektora loso-
wego & = (&1, ..., &,). Funkcja gestosci rozktadu brzegowego wektora losowego
(&1, &) okreslona jest wzorem

o0

f(§17§2)<xl,$2>:/"'/fg(Il,...,.Z'n)dl’g...dZEn



Rozklad brzegowy

Przyklad: rzut dwiema szeSciennymi kostkami
(&1, &) — wynik rzutu parg kostek Funkcja rozktadu prawdopodobieristwa zmien-
nej losowej &;

P{& Zi}zzp{(&,&) = (4,5)} Zzpz'ja i=1,...,6

Dystrybuanta rozktadu zmiennej losowej &;

Fe(v)=P{& <a}=> P{& =i}

i<x

Rozklad brzegowy

Przyklad: strzal do okraglej tarczy
(&1, &) — wspdtrzedne punktu trafienia Funkcja gestosci rozktadu prawdopodo-
biefistwa zmiennej losowej &;

fo@) = [ fieoo(a uldu

Dystrybuanta

Fow) = [ fata

Rozklad brzegowy
Przyklad: strzal do okraglej tarczy

f&(x) = / f(&@)(xvu)du

—00

—du
Vr2—z2 r?

EVCEr
Ll

wr

, dlaz e (—nrr)



Rozklad warunkowy

Okreslenie
Niech ¢ = (&1,¢2). Rozktad warunkowy wektora ¢; pod warunkiem & = =9
opisany jest funkcja gestosci

_ felm1,@2)
f€1\£2=m2 (ml) - f§2 (mQ)

Niezaleznos¢
Wektory losowe & oraz &, sa niezalezne, jezeli dla wszystkich x; oraz z-

fe(m1,22) = fe, (x1) fe, (22)

Rozklad warunkowy

Przyklad: rzut dwiema sze$ciennymi kostkami
(&1, &) — wynik rzutu parg kostek Funkcja rozktadu prawdopodobieristwa zmien-
nej losowej & pod warunkiem &; = ¢

P{(&,&) =(4,J)}

P{& = jl& =i} = Ple, =it ., j=1,...,6

Rozklad warunkowy

Przyklad: rzut dwiema szeSciennymi kostkami
(&1, &) — wynik rzutu parg kostek Niezaleznosé

P& =916 =i} =Pl& =3, j=1,...,6,i=1,...,6
P{(§17§2) = (17])} :P{él :Z}P{§2 :]}7 7’7.]: 1’76

Rozklad warunkowy

Przyklad: strzal do okraglej tarczy
(&1, &) — wspdtrzedne punktu trafienia Funkcja gestosci rozktadu prawdopodo-
bienstwa zmiennej losowej &, pod warunkiem & = x

_ fier6)(7,9)
fele=e(y) = RO



Rozklad warunkowy

Przyklad: strzal do okraglej tarczy
f(& £2) (:E, y)
festei=aly) = 22
ealer=a(Y) Je(0)
1/7r?

- 2vr? — a2 /mr?
1
=————  dlaye (—Vr2—z2,Vr2 — a2
W y € ( )

1.3 Momenty

Momenty
Momenty rzedu &

Niech k4, ..., k, beda takimi nieujemnymi liczbami catkowitymi, ze ky + - - -

k, = k. Momentem rz¢du £ nazywamy

et [ [ st

[e.o] oo

Moment rzedu pierwszego

Warto$¢ oczekiwana
Jezeli k = 1, to jest n mozliwosci:

klzl,kgzo,...,kn:0:>E£1:/ / xle(CL‘)dw

—0o0 [e.9]

klzo,kgzl,...,kn:O:>E£2:/ / ngg(w)da:

—0o0 o0

klzo,kQ:o,...,kn:1:»E§n:/ / o fe() dae

o0 [e.9]



Moment rzedu pierwszego

Wartos¢ oczekiw%ga

Ele/ "'/Ooxlfs( )da

—00

:/ {/ / fe(z1, e, ... xp)das . . . dz, | dzy

= / l‘lfgl(ﬂfl)dwl

Moment rz¢du pierwszego

Wartos$¢ oczekiwana

E&
EFe=| :
E&,

Momenty centralne

Momenty centralne rzedu £
Niech ky, ..., k, beda takimi nieujemnymi liczbami catkowitymi, ze & + - -- +
k, = k. Momentem centralnym rzgdu k£ nazywamy

E(& — E&)" - (& — B&)™

Momenty centralne

Moment centralny rzedu 2
ki = 2, ko = ]{3 =0=

— E&)? / / 11 — B&)? fe(a)da
:/of _Eg)? U / felwr, @2, n)ds . .. da | day

/OO (x1 — E&)? fe, (x1)dzy = D&

—0o0



Momenty centralne

Moment centralny rzedu 2
ki =2k =0,....k,=0=D%

ki =0,ky=2,... .k, =0=D%,

ki =0,ky=0,....k, =2=D%,

Momenty centralne

Kowariancja
ki=1k=1,... k,=0= E& — E&)(§ — ES)

:/“.”/“uq_ng@—w%a&@mm
= /Oo /OO (1‘1 — Efl)(x2 - Eg?)f(&,&)(xl’Iz)dxldlé
= 000(51762)

Cov(&;, &) = B¢ — E&EE;

Momenty centralne

Macierz kowariancji

D2 Cov(&1,82) -+ Cov(&,6n)
000(51, 52) D2§2 e COU(&Q, fn)
Col6&) Covlgn&) - D,

Momenty centralne

Przyklad: rzut dwiema szeSciennymi kostkami
(&1, &) — wynik rzutu parg kostek Kowariancja

Cov(&y,6) = Z(ax — E&)(x; — E&)P{(&,6) = (i,4)}

= w3 P{(61,6) = (i,))} — E&EE
4,J



Momenty centralne

Przyklad: strzal do okraglej tarczy
(&1, &) — wspotrzedne punktu trafienia Kowariancja

Cov(€r, &) = / / (v — B&)(y — B&) fieren (@, y)dady
- [ | vt (auizy - peEe

Momenty centralne

Wazny fakt
Jezeli & oraz &, sa niezalezne, to

Cov(&1,62) =0

Coner.&) = [ [ sufiecole)indy - B6 B

— [ fa@de [ ufato)dy - BB,
= B EES — BEGES,

Momenty centralne

Wazny fakt
Jezeli Cov(&y, &) = 0, to & oraz &, nie musza by¢ niezalezne!

Przyktad
Zmienne losowe (&1, £,) maja taczny rozktad

3 -1 0 1

&
-1 0 025 O
0 025 0 025
1 0 025 O




Momenty centralne

Przyktad
Rozktady brzegowe zmiennych losowych &; oraz &

—1 0 1
0.25 0.5 0.25
E§ =ESH =0

Momenty centralne

Przyklad
E&
(=1 (=1) - P{(&, &) = (=1, -1)}+
(=1)-0-P{(&, &) = (-1,0)}+

&2
)
)

1-0-P{(&, &) = (L,0)}+
I-1- P{(fb&) = (L 1)}
=0

Momenty centralne

Przyklad
Czyli
COU(€l7€2> =0

Ale

P{(&,6) = (=1,-1)} # P{& = —1} - P{& =

Zmienne losowe &, oraz & nie sa niezalezne

Momenty centralne
Wspoétczynnik korelacji liniowej

Q(f’ufj) _ COU(&, 5])

VD& D3
Wazne wlasnoSci
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—1<0(&,§) <1
Jezeli |p(&;,&;)| = 1, to istniejq takie liczby rzeczywiste a i b, ze
§i=ala+0b

Wiasnosci wynikaja z nierownosci Schwarza

Momenty centralne
Wazna wlasnos$¢
Jezeli A jest macierza liczbowa odpowiednich wymiaréw, to

FA¢ = AF¢
DA¢ = ADgAT

1.4 Warunkowa wartos¢ oczekiwana

Warunkowa wartos¢ oczekiwana E/(&;[&2)

Definicja

Warunkowa warto$¢ oczekiwana F/(&;|€2) zmiennej losowej &; pod warunkiem
zmiennej losowej & to nowa zmienna losowa, ktdra jest postaci £(&1(&) = m(&s)
z prawdopodobieristwem 1 dla borelowskiej funkcji m(z) takiej, ze

[ mira) = [ [ sfia

dla kazdego borelowskiego zbioru B.

Warunkowa wartos¢ oczekiwana E/(&;[&2)

Przyklad: rzut dwiema szeSciennymi kostkami
(&1, &) — wynik rzutu parg kostek Rozktad zmiennej losowej F/(&;|&s)

E&]&=1) P{& =1}
E(&|6=2) P{& =2}
E(&|6 =3) P{& =3}
E(&i]6e=4) P{& =4}
E(&]&2=5) P{& =5}
E(&]& =6) P{& =6}



Warunkowa warto$¢ oczekiwana E(;(&2)

Przyklad: rzut dwiema szeSciennymi kostkami
6
E&l& =4) =) iP{& =il& = j}
=1
6 . .
_ ZZ-P{Sl =i, =7J}
P{& =3}

Z Zk 1 Pkj

Warunkowa wartos$¢ oczekiwana E/(&|¢2)

Przyklad: strzal do okraglej tarczy
(&1, &2) — wspdtrzedne punktu trafienia Rozktad zmiennej losowej E(&|€s)

B(ei)é = y) = / tfeer y< \da

/ Jene (@, y)
f£2
61 52) )
flR (& 52)

Warunkowa wartos¢ oczekiwana E/(&;[&2)

Wartos¢ oczekiwana

[e.e]

B(B(6]6)) = / B(&1]6s = 2) fe, ()

—00

= /OO [/oo xlfglfzzxg(%)dﬂ?l] fe, (2)dy

- /OO [/OO x1%dm] feu (02)dz
= E&

12



Warunkowa warto$¢ oczekiwana F(&;(5)

Réwnos$¢ wariancyjna

D*¢ = E (D*(&11&)) + D? (E(&1]))

Warunkowa wartos$¢ oczekiwana E/(&; |&,) - przyklad
Rozklad taczny zmiennych losowych (£, &)
Sl 0

&
—1 0.1 0.2 0.0
0 0.0 0.2 0.1
1 0.1 02 0.1

Rozklady brzegowe
5.—1 0 1 5.—1 0 1
1702 06 0.2 2703 03 04

Warunkowa wartos¢ oczekiwana F(&; |€,) - przyklad

Rozklady warunkowe

-1 0 1

SIS 1/3 2/3 0
-1 0 1
-1 0 1

Gl =1 577 1/4

Warunkowa wartos$¢ oczekiwana F/(&; |€,) - przyklad

Warunkowa wartos¢ oczekiwana F/(&;[&2)

E(&)é =-1) =-1/3 zprawd. P{{&=—-1} =03
E(&|6&=0) =1/3 zprawd. P{& =0} =0.3
E&l&=1) =0 zprawd. P{{& =1 =04

E(E(fﬂgz)) =0=FE§
D2(E(51|52)) = 2/30

13



Warunkowa warto$¢ oczekiwana F/(&;|&s) - przyklad

Warunkowa wariancja D* (&)
D*(&]é = —1) =2/9 zprawd. P{&=-1} =03
D*(&]& = 0) =2/9 zprawd. P{& =0} =03
D2(&lé,=1) =1/2 zprawd. P{& =1} =04

E(D*(&&)) =1/3
E(D?*(&1|&)) + D*(E(&1&)) = 1/342/30 = 0.4 = D*¢

1.5 Wielowymiarowy rozkilad normalny

Wielowymiarowy rozklad normalny N, (u, X)

Okreslenie
Wektor losowy ¢ = [¢1,. .., &))" ma p-wymiarowy rozktad normalny, jezeli jego
funkcja gestosci prawdopodobiefistwa wyraza si¢ wzorem

1 1 Tl
fu,z(w)—mexp{—§($—u) = (= H)}

dlaz € RP

Wielowymiarowy rozklad normalny N, (u, X)

Momenty

Wektor warto$ci oczekiwanych p = [ug,. .., up)"

Macierz kowariancji ¥ =

Egz = WUq, D2£z = O, COU(€i7€j> = 0ij
D%*; = o}

Wielowymiarowy rozklad normalny N, (u, X)

Rozklady brzegowe
Fakt: jezeli A jest r X p macierza, to

A¢ ~ N,(Ap, AxAT)

Kazdy rozktad brzegowy jest normalny & = [1,0,...,0]¢

14



Wielowymiarowy rozklad normalny N, (u, X)

Rozklady warunkowe

Niech
&1 p1 Y X
p— pu— 2 pu—
¢ [52] # [Nz} L—Jng 222}
Rozktad wektora ¢; pod warunkiem ¢; = x5 jest rozktadem normalnym

Non(p1 + Zy Zhy(w2 — pia), Z11 — Z12555 )

Wielowymiarowy rozklad normalny N, (u, X)

Rozklady warunkowe
E(&1]€2) = w1 + 355 iy (&2 — p12)

Wielowymiarowy rozklad normalny N, (u, X)

Rozklady warunkowe
& oraz &, sa niezalezne wtedy 1 tylko wtedy, gdy

21220

W szczegdlnosci ; oraz &; sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy o;; = 0

2 Funkcje wektorow losowych

2.1 Suma zmiennych losowych

Rozklad sumy zmiennych losowych

Niech ¢ = (&1, &2) 0 gestosei fe(xy, x2). Niechn = & + &
Fy(z) = P{& + & < o}

o) = (o)

X

15



Rozklad sumy zmiennych losowych
Fy(z) = P{§& + & <z}

= /00 P{& <o — 29|86 = o} fe, (02)dy

[e.e]

[ e <x1>dx1} fer ()
~[|] femnte- m)dt} feo(2)

[e.o]

— /1‘ /OO f£1|£2:3:2 (15 — l’2)f§2 (@)d@} dt

Rozklad sumy zmiennych losowych

Funkcja gestosSci

fat) = / fer|oman (t — 22) fe, (22)do
Jezeli & oraz &, sa niezalezne, to

folt) = / " farlt — 0) fea (o)

Rozklad sumy zmiennych losowych

Warto$¢ oczekiwana

En:/xfn(:v)dsn

Rozklad sumy zmiennych losowych

Warto$¢ oczekiwana
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E(& + &)
:// Q(I—i—y)f(fl,@)(x,y)dxdy

—/Rx UR f(&@(%y)dy} dx+/Ry UR f@hgz)(%y)dfﬁ} dy

= / z fe, (x)dx + / yfe,(y)dy
= E§ + Eé

Rozklad sumy zmiennych losowych

Wariancja
D*(& + &) = D*6 + D*6; 4 2Cou(&4, &)

Jezeli & oraz &, sa niezalezne, to

D*(& + &) = D*¢ + D*6

2.2 Rozklad dwumianowy

Rozklad dwumianowy

Twierdzenie
Jezeli &1, &, . .., &, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach B(n;, p),
i=1,...,n, to zmienna losowa n = >, & ma rozktad
8(3o0r)
i=1
Whiosek

Jezeli &1, &, ..., &y saiid. D(p),i=1,...,n,ton=> " & ~ B(n,p)

Rozklad dwumianowy

Dowéd dla n = 2
Jezeli &, & sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach B(nq, p) i B(ns, p),
to zmienna losowa 1 = &; + & ma rozktad

B (ny + na, p)

17



Rozklad dwumianowy

Dowéd dla n = 2
Zbiorem wartosci zmiennej losowej 7 jest {0, 1,...,n3 +ny}

P{n=k}=P{&+ &=k} =P{& =k - &}

=Y P{a=k—jl&=jIP{& =4}
=0

=3Pl =k ) Ple =)

Rozklad dwumianowy
Dowéd dla n = 2

k
I B e R
' )
7=0

k
n n
=gt (1) (")
= VAV,

ny+n O
=< L 2)29’“(1—29) vhma

Dla dowolnego n: zasada indukcji matematyczne;j

2.3 Rozklad ujemny dwumianowy

Rozklad ujemny dwumianowy

Twierdzenie
Jezeli &y, &, . . ., &, saniezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach N B(r;, p),
i=1,...,n, to zmienna losowan = Y ., & ma rozktad
NB (Z Ti, p>
i=1
Whiosek

Jezeli 1,8, ..., &, saiid. G(p),i=1,....,n,ton=> 1" ,& ~ NB(n,p)

18



2.4 Rozklad Poissona

Rozklad Poissona

Twierdzenie
Jezeli &1, &, ..., &, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach Po();),
i=1,...,n, to zmienna losowan = > | & ma rozktad

2.5 Rozklad gamma

Rozklad gamma

Twierdzenie
Jezeli &, &, . . ., &, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach G(a;, M),
i=1,...,n, to zmienna losowan = Y ., & ma rozktad
G (Z ay, )\)
i=1
Wnhiosek

Jezeli &1,&, ..., &y saidd. E(N),i=1,....,n,ton=> 1" & ~G(n,N)

Rozklad gamma

Dowod dlan = 2
Jezeli &1, & sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach G (aq, \) i G, M),
to zmienna losowa 1 = &; + & ma rozktad

G(O./l + Qo, )\)

19



Rozklad gamma

Dowéd dla n = 2
Zbiorem wartosci zmiennej losowej 7 jest (0, 00)

folt) = / " fer(t — ) fey(w)du
t 1

S
0 )\alf‘(al) )\0‘2r<052)

1 t
— t — a;—1 ag—ld
Ner+o2 ()T (aun) /0 (t—u)™ " u u

— _u
u® e " Ndu

e

>l

Rozklad gamma

Dowéd dla n = 2
1
N )\O‘H_O‘QF(OQ)F(OQ)
B 1
- dataD(ag + ay)

1
oyt 1 oan—
prataz—le A/ (1 —u) 2ty

0

ta1+a2—16—§

Dla dowolnego n: zasada indukcji matematyczne;j

2.6 Rozklad normalny

Rozklad normalny

Twierdzenie
Jezeli&y, &, . . ., &, saniezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach N (p;, 02),
i=1,...,n, to zmienna losowan = Y ., & ma rozktad

i=1 =1

20



2.7 Rozklad normalny - inne funkcje
Rozklad chi-kwadrat

Twierdzenie
Jezeli ¢ ma rozktad N(0,1), to €2 ma rozklad chi-kwadrat z jednym stopniem
swobody, tzn. ma rozktad G(1/2,2).

Whiosek
Jezeli &1, ..., &, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach N(0, 1), to
n =Y.~ & marozklad chi-kwadrat z n stopniami swobody.

Rozklad chi-kwadrat

Formy kwadratowe
Niech ¢ ma rozktad N, (0, I) oraz niech A bgdzie macierza symetryczng rzgdu 7.
Forma kwadratowa

¢h A¢
ma rozktad chi-kwadrat z r stopniami swobody wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
macierzg idempotentna, tzn. AA = A.

Rozklad chi-kwadrat

Formy kwadratowe
Niech ¢ ma rozktad N,,(u, X) oraz niech A bedzie macierza symetryczng. Forma
kwadratowa

(€~ n)" Al — n)
ma rozktad chi-kwadrat z tr(AX) stopniami swobody wtedy i tylko wtedy, gdy

YAYAY = YAY

Rozklad ¢

Twierdzenie
Jezeli € ma rozktad N(0,1), n ma rozktad chi-kwadrat z n stopniami swobody,
zmienne losowe £ oraz 7) sa niezalezne, to zmienna losowa

¢
Vn/n

C’ =
ma rozktad ¢ z n stopniami swobody.
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Rozklad ¢

Rozklad ¢
LT ! ey
_ . , —00 < T < 00.
CTr(E) vAve (e
FT(2— k)T (k+ 32
EC¥1 = EC%:”— (5 )n (k+3) (2k < n)
u r(3)
DQC _ n%? n > 9
00, n <2
Rozklad F
Twierdzenie

Jezeli zmienna losowa £ ma rozklad chi—kwadrat z n stopniami swobody, zmienna
losowa n ma rozktad chi—kwadrat z m stopniami swobody i zmienne te sa nieza-
lezne, to zmienna losowa

§/n

~n/m
ma rozktad F' z (n, m) stopniami swobody.

¢

Rozklad I
Rozklad F P p ( . )
n™emm AT (R
fe(x) = 2 L2 o)~ (PM2 g > 0.,
‘ r(3)r (%)
F(2+k)T (2 —k)mF
Eck: (2 n) k(Qm )m (2k<m)
I (5)n*T (%)
2m? -2
D — m*(n+m —2) (m > 4)

n(m — 2)%2(m — 4)
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3 Twierdzenia graniczne

3.1 Rodzaje zbieznoSci
Zbieznos¢ prawie na pewno

Definicja
Ciag zmiennych losowych (&,,)2° | jest zbiezny do zmiennej losowej £ prawie na
pewno, jesli

P ({w o lim &, (w) = f(w)}) =1

n—oo

Oznaczenie: &, 2 &

Zbieznos¢ wedlug prawdopodobienstwa

Definicja
Ciag zmiennych losowych (&,)°; jest zbiezny do zmiennej losowej £ wedlug
prawdopodobienstwa, jesli

(Ve >0) lim P(|§, — & >¢)=0
Oznaczenie: &, L &

Zbieznos¢ wedlug rozkladu

Definicja

Ciag zmiennych losowych (&,)5°, jest zbiezny do zmiennej losowej £ wedlug
rozkladu, jesli ciag dystrybuant (F¢, )72, jest zbiezny do dystrybuanty F; w kaz-
dym punkcie jej ciagtosci

Oznaczenie: b
gn — é

R N N
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3.2 Prawa Wielkich Liczb

Oznaczenia

Oznaczenia
&1,&9, . . . niezalezne zmienne losowe o tym samym rozkladzie takim, ze £¢; = p,
D% =02 € (0,00)

Sn=&+&+ - +&

5 _ G+t 46 Sh

n n

MPWL

Mocne Prawo Wielkich Liczb
Dla ciagu &4, &, . . . zachodzi mocne prawo wielkich liczb, jezeli

(Ve > 0) P(ggoénzu)ﬂ

Zapis symboliczny )
€ = 1

SPWL

Stabe Prawo Wielkich Liczb
Dla ciagu &, &, . . . zachodzi stabe prawo wielkich liczb, jezeli

(Ve > 0) T}LrgoP(}fn—u‘<s):1

Zapis symboliczny
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Metoda Monte-Carlo

Szacowanie liczby 7

Niech n ~ U(0,1). Niech £ = 44/1 — n2.
E¢ = / 4v1 — 22 f,(x)dx

1
:4/ V1 — z2dx
0

=T

Metoda Monte-Carlo
Szacowanie liczby 7

e Za pomoca komputerowego generatora liczb losowych generujemy n reali-
zacjin, . . ., n, zmiennej losowej n

e Obliczamy &, ...,&,.
e Z Prawa Wielkich Liczb: &, ~ 7

Nieréwnosci
Nierownos¢ Czebyszewa

(e >0) P{&l> e < 24

ne

Nieréwnos¢ Czebyszewa-Bienayme
2

(Ve>0) P{lé—nl=e} <

Metoda Monte-Carlo
Szacowanie liczby 7

e Jak duzo symulacji, by z duzym prawdopodobienstwem  biad byt nie
wigkszy niz zadane 7?7

. 7 s e . 2
e Z nier6wnosci Czebyszewa-Bienayme: = < 1 —~y
ne

o2

e Zatemn Z m
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3.3 Centralne Twierdzenie Graniczne

CTG
Centralne Twierdzenie Graniczne
Niech &1, &s, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkla-

dzie, o wartosci Sredniej i wariancji 0 < 02 < co. Wtedy

lim sup
n—oo TER

Zapis symboliczny

RN N(0,1) Tub  (5,)>>, ~ AN(nu,no?)
g

CTG

Twierdzenie Berry-Esséna’a
Jezeli &1, &, . .. sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie
oraz E|&]* < oo, to

El& — pl?

< (O
S N

sup
T€R

gdzie 1/v/271 < C < 0.8.

Rozklad dwumianowy

Twierdzenie de Moivre-Laplace’a
Niech ¢, ~ B(n,p). Wtedy

—Cn_np X — X
P{ np(l—p)g} )

Cn ~ AN (np,np(1 — p))

lim sup =0

n—oo TZER

Zapis symboliczny

26



Rozklad dwumianowy

Twierdzenie Berry-Esséna’a
Niech ¢, ~ B(n,p). Wtedy

)z {M < m} — d(x)
np(l —p)

Rozklad dwumianowy

p’+(1—p)?
np(l — p)

<C

sup
TER

Przyblizenie poissonowskie
Niech ¢, ~ B(n,p). Wtedy dla kazdego zbioru M C N mamy

np)?
n

< (np)”

n k
PG e 2y - 32 P o

keM

Rozklad dwumianowy

Przyklad
Niech &y, . . ., 1000 beda niezaleznymi zmiennych losowymi o rozktadach D(3/8).

Obliczy¢ w przyblizeniu
1000
P {Z & < 400}
i=1

Rozklad dwumianowy

Rozwiazanie
Z twierdzen asymptotycznych wynika, ze

1000

Z@ ~ AN(1000 - 3/8,1000 - (3/8) - (5/8))

lub

1000

Z & ~ Po(1000 - 3/8)

27



Rozklad dwumianowy

Biad przyblizenia rozkladem normalnym
(w twierdzeniu Berry-Esséna przyjmujemy C' = 0.8)

(3/8)* + (5/8)*

. = 0.0276
/1000 - (3/8) - (5/8)
Biad przyblizenia rozkladem Poissona
(1000 - (3/8))* 140.7

1000

Rozklad dwumianowy

Rozwiazanie
1000

> & ~ AN(1000 - 3/8,1000 - (3/8) - (5/8))

1000
P {Z& < 400}
=1
b { S22 & — 1000 (3/8) _ 400 — 1000 - (3/8) }

/1000 - (3/8) - (5/8) — 4/1000 - (3/8) - (5/8)
~ ® (1.633)

Dystrybuanta empiryczna

Definicja

Niech &1, &,, . . . beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie
o dystrybuancie F'. Dystrybuanta empiryczna nazywamy funkcje £, : R —
0, 1] okreslong wzorem

Fn(a:)#{l <J Snn 1§ <}
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Dystrybuanta empiryczna

MPWL
(Vz € R) lim F,(z) = F(x)

n—oo

CTG

(Vz € R) F,(z) ~ AN <F(x), Fx)(1 - F(l‘)))

n
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