Zadanie 1. W urnie znajduje si¢ dziesig¢ kul biatych i dziesigé i czarnych. Wybieramy z urny kolejno bez
zwracania po jednej kuli az do momentu wyciagniecia po raz pierwszy kuli czarnej. Wyznaczyé wartosé
oczekiwang liczby wyciagnietych kul biatych.

Odp. 10/11

Zadanie 2. W urnie znajduje si¢ 20 kul, w tym 10 kul biatych i 10 czarnych. Ciagniemy losowo bez zwracania
18 kul. Niech N oznacza liczbe wyciagnietych kul bialtych. Obliczy¢ wariancje zmiennej losowej N.
Odp. 9/19

Zadanie 3. Rzucamy koscia do gry dotad, az uzyskamy przynajmniej po jednym z sze$ciu mozliwych
wynikow. Jaka jest wartos¢ oczekiwana liczby rzutéw?

Odp. 14.7

Zadanie 4. Prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczym doswiadczeniu wynosi p, gdzie p € (0,1). Powta-
rzamy doswiadczenie az do momentu, kiedy po raz trzeci nastapi sukces. Niech N oznacza ilo$é¢ porazek,
ktore poprzedzily trzeci sukces. Liczba powtoérzen do$wiadczenia wynosi wiec N + 3. Przy jakiej wartosci
parametru p zachodzi: P(N =1) = P(N = 2)?

Odp. 0.5
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»

Zadanie 5. Niech N bedzie zmienng losowa o rozkladzie Poissona taka, ze P(N < 1) =
Obliczyé EN.
Odp. 3

Zadanie 6. Zmienna losowa N ma rozktad dany wzorem

P(N k Po, dlak:O7
(N'=k)={ 1zpo A dlak=1,2,...,

e=*—1

gdzie py € (0,1) oraz A > 0. Obliczyé warto$é¢ oczekiwang tej zmiennej losowej.
A
Odp. A(1 —po) x—

Zadanie 7. Zmienna losowa N ma rozklad z geometrycznym ogonem, tzn. rozklad dany wzorem:

v | pos dla k=0,
P(N_k)_ {(1_p0)p(1_p)k_17 dlak:1727"'7

gdzie pg = 0.5, p = 0.25. Obliczy¢ wartos¢ oczekiwana tej zmiennej losowe;j.
Odp. 2

Zadanie 8. Zmienna losowa X ma rozklad logarytmiczno-normalny o gestosci

X

fa) = { v e [sne—p?], daz>0,
0, poza tym.

Wiadomo, ze P(X < ¢) = 0.6 oraz P(X < r) = 0.4. Obliczyé warto$é oczekiwana zmiennej losowej X.
Odp. /qre
Zadanie 9. Niech X ma funkcje gestosci

fay = (0505, dla-l<a<l,
0, poza tym.

Wyznaczy¢ gestoéé rozkladu zmiennej losowej Y = X2
Odp. ﬁ dlay € (0,1)

zadania aktuarialne (zmienne losowe), modyfikacja WZ, strona 1



Zadanie 10. Zal6zmy, ze zmienna losowa X ma rozklad wykladniczy o gestosci

~fre™? dlaz >0,
fl@) = {0, poza tym.

Niech [z] oznacza czes$é calkowita liczby x (czyli najwieksza liczbe catkowita n taka, ze n < x). Wyznaczyé
warto$é oczekiwana zmiennej losowej N = [X + 0.5].
Odp. 60.5)\

er—1

Zadanie 11. Niech X bedzie zmienna losows o rozktadzie wyktadniczym o gestosci

_Je™™, dlaz >0,
fle) = { 0, poza tym

Niech Y = min{ X, m}, gdzie m > 0 jest dana liczba. Wyznaczy¢ funkcje tworzaca momenty zmiennej Y.
Odp. M(t) = 2 [1 —te™(1V] dlat # 1 oraz M(1) =m +1

Zadanie 12. Wiadomo, ze dla kazdej zmiennej losowej X majacej skoniczone momenty do czwartego rzedu
wlacznie zachodzi E(X — EX)* > {E(X — EX)?}*. Pokaza¢, ze réwno$é¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
X ma rozktad dwupunktowy z prawdopodobienstwem w z kazdym punktéw rownym 0.5.

Odp. —

Zadanie 13. Na odcinku (0, 1) losujemy punkt zgodnie z rozktadem jednostajuym. W ten sposéb odcinek
zostaje podzielony na dwa odcinki. Obliczy¢ warto$é oczekiwang stosunku dlugosci odcinka krétszego do
dtuzszego.

Odp. In4 -1

Zadanie 14. Pobieramy osiem niezaleznych realizacji jednowymiarowej zmiennej losowej o nieznanym (ale
ciaglym) rozkladzie. Po uporzadkowaniu zaobserwowanych wartosci w ciag rosnacy {z1,...,2s} tworzymy
przedzial (zq, z7). Z jakim prawdopodobienstwem tak okreslony przedzial pokrywa warto$é mediany rozkladu
badanej zmiennej losowe;j?

Odp. 119/128

Zadanie 15. Niech Uj,...,U, bedzie préba z rozkladu jednostajnego na przedziale (a,b). Rozwazmy
zmienne losowe X = min{Uy,...,U,} oraz Y = max{Ui,...,U,}. Obliczy¢ wspdlczynnik korelacji linio-
wej Corr(X,Y).

Odp. 1/n

Zadanie 16. Niech Nj i N2 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach Poissona z wartosciami
oczekiwanymi odpowiednio EN; = 20 i ENy = 30. Obliczy¢ Var(Ni|N1 + Ny = 50).
Odp. 12

Zadanie 17. Zmienne losowe X i Y maja laczny rozktad prawdopodobienstwa o gestosci

_Jevtr dla0<z<liy>z,
fley) = { 0, poza tym.

Obliczy¢ wartosé oczekiwana E(X +Y).
Odp. 2

Zadanie 18. Funkcja gestoséci dana jest wzorem

Fany) = L 3722y + 3y, dla(2,9) € (0,1) x (0,1),
’ 0, poza tym.

Obliczy¢ P (X > 1|V > 1).
Odp. 5/7
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Zadanie 19. Funkcja gestosci dana jest wzorem

_Jz+y, da(z,y) € (0,1)x(0,1),
flz,y) = { 0, poza tym.

Obliczy¢ E(X|Y = 0.5).
Odp. 7/12

Zadanie 20. Zmienne losowe X i Y sa niezalezne Zmienna losowa X ma rozklad o gestosci

fz) = 2z, dlal0<ax <1,
" 10, poza tym.

Zmienna losowa Y ma rozklad o gestosci

_Jev, dlay >0,
9(y) = { 0, poza tym.

Obliczy¢ E(X +Y|X <0.5).
Odp. 4/3

Zadanie 21. Zmienne losowe X i Y maja taczny rozktad prawdopodobienstwa o gestosci

Fla,y) = {gez(yz), dlay>z, 0<x <1,
, poza tym.

Obliczyé¢ P(Y > p(X)) wiedzac, ze u(X) = E(Y|X).
Odp. e !

Zadanie 22. Zmienne losowe U oraz V maja taczna gesto$¢ prawdopodobienstwa

4 r, dlau>0,v>0iu?+0? <1,
f(u7v) - 0
, poza tym.

Niech X = % Zmnalez¢ rozklad zmiennej losowej X.
U1V

Odp. g(z) =2z, dlad <z <1

Zadanie 23. Rozpatrzmy zmienne losowe X i Y o lacznym rozkladzie normalnym. Wiadomo, ze VarY =9,
E(Y|X)=1X+7, Var(Y|X) = 8. Wyznaczy¢ Cov(Y|X).
Odp. 2

Zadanie 24. Zmienna losowa X ma rozklad wyktadniczy o wartosci oczekiwanej 5. Zmienna losowa Y ma
rozklad jednostajny na pewnym odcinku, przy czym jej oczekiwana wynosi 5, a wariancja wynosi 25/3.
Zmienne losowe X 1Y sa niezalezne. Obliczy¢ P(X +Y < 6).

Odp. 0.1+ 0.5¢712

Zadanie 25. Zmienna losowa X ma rozklad wykladniczy o wartosci oczekiwanej 0.5. Niezalezna zmienna
losowa Y ma rozklad wykladniczy o wartodci oczekiwanej 2. Obliczy¢ E(X|X +Y = 5).
Odp. 0.66

Zadanie 26. Rozklad warunkowy zmiennej S (réwnej X; + --- + Xy ) przy danym A = X jest zlozo-
nym rozkltadem Poissona z parametrem A oraz z rozkladem wykladniczym skladnika sumy (X;) o wartosci
oczekiwanej 2. Rozklad brzegowy zmiennej A dany jest funkcja prawdopodobienstwa P(A = 1) = 0.75,
P(A =2) =0.25. Wyznaczy¢ wariancje rozkladu bezwarunkowego zmiennej S.

Odp. 102
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Zadanie 27. Zmienna losowa Y ma rozklad jednostajny na przedziale (0,1), natomiast zalezna od niej
zmienna X ma rozklad warunkowy (przy danej wartoéci Y = y) jednostajny na przedziale (0,y). Obliczy¢
prawdopodobienstwo (bezwarunkowe) P(X < 0.5).

Odp. 0.847

Zadanie 28. Niech X i Y beda zmiennymi losowymi takimi, ze X ma gestosé

_Je™, dlaz >0,
flw) = {O7 poza tym,

oraz P(Y = k| X =) = %e‘m dlak =0,1,2,... Udowodnié, ze zmienne losowe X i Y — X sa nieskorelowane.
Odp. —

Zadanie 29. Zmienne losowe X1,...,X,,,... sa niezalezne i maja jednakowy wyktadniczy rozktad prawdo-
podobienstwa o gestosci
e ", dlaz >0,
i) = {

0, poza tym.

Zmienna losowa N jest niezalezna od nich i ma rozklad geometryczny
P(N=k)=(1-¢q)q",  k=01,...

Niech S = Zivzl X, bedzie suma losowej liczby zmiennych losowych (przyjmujemy, ze S = 0, gdy N = 0).
Udowodni¢, ze Var(N|S =s) = E(N|S=s)— 1.

Odp. —

Zadanie 30. Niech Xy, X1,...,X,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym
na przedziale (0,1). Zmienna losowa N oznacza numer pierwszej ze zmiennych Xi,..., X,,..., ktéra jest
wieksza od Xo: N = min{k : X > Xo}. Obliczyé E(Xn — Xp).

Odp. 1/4

Zadanie 31. Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na przedziale (0, 2), a zmienna losowa Y ma rozklad
jednostajny na przedziale (0,1). Zmienne sg niezalezne. Obliczy¢ P(|2Y — X| < 0.5).
Odp. 9/16

Zadanie 32. Niech X i X5 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym na przedziale
(0,1). Rozwazmy zmienna losowa réwna bezwzglednej wartosci réznicy zmiennych X5 i Xo. Obliczyé¢ warto$é
oczekiwana p i wariancje o? tej zmiennej losowej.

Odp. u=1/3,02=1/18

Zadanie 33. Zmienne losowe U oraz V sa niezalezne i maja identyczny rozkltad jednostajny na przedziale
(0,1). Niech X = cos(27U) f(V) oraz Y = sin(2xU) f (V). Dla jakiej funkeji f zmienne X i Y sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozkladach N(0,1)?

Odp. f(z) = —2Inz

Zadanie 34. Xi,...,X7o jest prosta proba losowa z rozkladu wykladniczego o wartosci oczekiwanej 5.
Wiadomo, ze P(max{X1,..., X190} <) =0.95. Obliczy¢ z.
Odp. 26.377

Zadanie 35. Zmienne losowe X i Y sg niezalezne. Zmienna losowa X ma rozkltad normalny o wartosci
oczekiwanej 0 i wariancji 0.5. Zmienna losowa Y ma rozklad wykltadniczy o wartosci oczekiwanej 1. Obliczy¢
P(Y > X?).

V2
Odp. 5
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Zadanie 36. Zmienna losowa (X7, X5, X3) ma rozklad normalny z wartoscia oczekiwana (0,0, 0) i macie-

4 15 1

rzg kowariancji | 1.5 1 0.5 |. Wystepujaca w réwnaniu X; = aXy 4+ X3 + E zmienna losowa E jest
1 05 1

nieskorelowana ze zmiennymi losowymi (Xs, X3). Wyznaczy¢ stala a.

Odp. 4/3

Zadanie 37. Zmienne losowe X, Xo, X3, X, sa niezalezne i maja jednakowy rozkltad normalny N(0,02?).
Obliczy¢ P(X? —5X3 < 5X2 — X2).
Odp. 5/6

Zadanie 38. Zaktadamy, ze X;,..., X9y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym
N(u,0?). Niech Y = X1 +-+-+ X151 Z = Xg + - -+ + Xo9. Obliczyé E(Z]Y).
Odp. %Y + 5

Zadanie 39. Zmienne losowe X, Xs i X3 maja taczny rozklad normalny taki, ze FX; = 0, VarX; =1
dla ¢ = 1,2,3. Zalézmy, ze Cov(X1, X2) = Cov(X3,X3) = Cov(X; + X3, X2 + X3) = 0. Udowodnié, ze
P(X;=-X3)=1.

Odp. —

Zadanie 40. X;,..., Xy jest préba losows z rozkladu normalnego o wartoséci oczekiwanej 10 i wariancji
0.01. Wyznaczy¢ a takie, ze P(max{Xi,..., X2} < a) = 0.99.
Odp. 10.329

Zadanie 41. Niech X1, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o identycznym rozktadzie normalnym
7z wartoécia oczekiwana zero i wariancja jeden. Niech S = (X; + --- + X,,)2. Obliczyé wariancje zmiennej
losowej S.
Odp. 2n?

Zadanie 42. Mielidmy prébe prosta (X1,Y1),. .., (Xn, Ys) 2 rozkladu normalnego dwuwymiarowego o nie-
znanych parametrach:

EX;=EY;=p, VarX;=VarY;=0% Cov(X;,Y;) = po?.

Niestety, obserwacje na iksach i igrekach zostaly oddzielone, igreki pomieszane, po czym zagubiliSmy in-
formacje o przynaleznosci do par. Mozemy to sformalizowaé¢ przyjmujac, iz mamy nadal niezmieniony ciag
ikséw oraz ciag Z1,. .., Z, stanowiacy losowa permutacje ciagu Yi,...,Y,. Obliczyé¢ Cov(X;, Z;).

Odp. o0?/n

Zadanie 43. Niech Xi,..., X, bedzie prébka n niezaleznych realizacji zmiennej losowej X. Niech Xr(nqu
oraz Xiﬁi oznaczaja odpowiednio najwigksza i najmniejsza z liczb X;, ..., X,,. Rozwazmy przypadek probek
dwuelementowych oraz tréjelementowych. Pokazac, ze zaleznosc

max min max min)

BB —xB)y = %E(X(Q) — x

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zmienna losowa X ma skonczona wartos¢ oczekiwana.
Odp. —
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Zadanie 44. Zmienna losowa X ma rozklad warunkowy dany gestoscia:

f (z) = Xe™, dlaz >0,
XIA=A 0, poza tym.

Natomiast rozklad brzegowy zmiennej losowej A dany jest gestoScia:

Fale) = %xo‘*le*m, dla z > 0,
0, poza tym.

Niech parametry drugiego z rozkladéw wynosza a = 2, 8 = 2. Wyznaczy¢ mediane rozkladu bezwarunkowego
zmiennej X.
Odp. 0.828

Zadanie 45. Mamy dwie niezalezne zmienne losowe X oraz Y. Jedna nich (nie wiadomo ktéra) ma rozklad
wyktadniczy z wartoscia oczekiwang réwna 1, druga zas ma rozklad wykltadniczy z warto$cia oczekiwana

rowng 2. Obliczy¢ warto$c¢ ilorazu
Emax{X,Y}
Emin{X,Y}.

Odp. 3.5

Zadanie 46. Mamy dwie niezalezne zmienne losowe X oraz Y. Zmienna X ma rozklad wykladniczy z war-
tosécia oczekiwang réwna 1, zmienna Y za$ ma rozklad wykladniczy z wartoscia oczekiwana rowna 2. Zde-
finiujmy nowa zmienng Z jako udzial zmiennej X w sumie obu zmiennych: Z = XL_H, Obliczy¢ medianeg
zmiennej losowej Z.

Odp. 1/3

Zadanie 47. Niech dwuwymiarowa zmienna losowa ma gestosé:

_ 2*$7y7 dla (xay)e(oal)x(071)7
Fxy(@,y) = { 0, poza tym.

(= ()« ()

Zadanie 48. Zmienna X ma rozklad o gestosci f(z) = 0.5z2e~® okreSlonej na przedziale (0, 00). Zmienna

Obliczy¢ prawdopodobienstwo

Odp. 1/8

6
wariancja tych zmiennych wynosi —3. Obliczyé wariancje Var(X +Y).
Odp. podane informacje sa sprzeczne

losowa Y ma rozklad o gestosci g(y) = \/% exp (— (y—3)2) okreslonej na calej osi liczb rzeczywistych. Ko-

Zadanie 49. Zalézmy, ze niezalezne zmienne losowe X7, X5, X3, X4 maja rozklady wykladnicze o warto-
Sciach oczekiwanych odpowiednio 1, 2, 3 i 4. Obliczyé prawdopodobiefistwo P(X; = min{X;, Xa, X3, X4}).
Odp. 0.48

Zadanie 50. O zmiennych losowych Xi,..., X, o tej samej wartoéci oczekiwanej réwnej p oraz tej samej
wariancji o2 zakladamy, ze Cov(X;, X;) = oo? dla i # j. Zmienne losowe €1,. .., &, sa nawzajem niezalezne
oraz niezalezne od zmiennych Xi,..., X, i maja rozklady prawdopodobienstwa P(e; = —1) = P(g; = 1) =

0.5. Obliczy¢ wariancje zmiennej losowej > | £, X;.
Odp. n(p? + o?)

zadania aktuarialne (zmienne losowe), modyfikacja WZ, strona 6



Zadanie 51. Jabtko upada od jabtoni w odleglosci, ktéra jest zmienna losowa o rozkladzie wykltadniczym
o gestodei f(x) = 2e~2 (pomijamy érednice pnia i érednice jabtka). Jabtko moze spadaé¢ w kazdym kierunku
z tym samym prawdopodobienstwem. Jaka jest warto$¢ oczekiwana odlegloéci dwdch jabtek, ktore spadly
niezaleznie pod warunkiem, ze obydwa upadly w tej samej odleglosci od jabloni?

Odp. 0.637

Zadanie 52. Macierz kowariancji wektora losowego (X1,...,X,) jest postaci o2((1 — 0)I + oF), gdzie
macierze I oraz F to, odpowiednio, macierz jednostkowa i macierz zlozona z samych jedynek, a obie sa
wymiaréw n x n. Zakladamy, ze macierz jest rzedu n. Jaki jest dopuszczalny zakres wartosci parametru o7

Odp. (ﬁ 1)

Zadanie 53. Zalézmy, ze zmienne losowe X1,..., X5, Xg, ..., Xo0 sa niezalezne, o jednakowym rozkladzie
N(u,0?). Niech S5 = X1 + -+ + X5, Soo = X1 + -+ + Xo9. Wyznaczy¢ warunkowa wartosé oczekiwang
E(S5]520)-

Odp. %5220 + %02

Zadanie 54. Niech X bedzie zmienng losowa o rozkladzie wykladniczym o gestosci

_Je™, dlaz >0,
fla) = {0, poza tym.

Niech |z] oznacza czes$é¢ catkowita = (najwieksza liczbe calkowita n taka, ze n < z), (x) = x — |x| czedé
utamkowy liczby . Obliczy¢ wspélezynnik korelacji liniowej Corr((z), |z]).
Odp. 0

Zadanie 55. Niezalezne zmienne losowe X, Y maja identyczny rozktad wyktadniczy z wartoscia oczekiwana
. Obliczyé warunkowa warto$é oczekiwana E[min{X,Y }| X +Y = M|, gdzie M jest pewna dodatnig liczba.
Odp. 0.25M

Zadanie 56. Niech X1, ..., X, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o takim samym rozkltadzie
jednostajnym na pewnym przedziale (61, 62), Obliczy¢ wspélczynnik korelacji Corr(min{X;}, max;{X;}).
Odp. 1/n

Zadanie 57. Ciagla zmienna losowa X ma gesto$é¢ f i dystrybuante F' takie, ze f(x) jest ciagla dla = > 1,

F(1) =0, £k = £ dla o > 1. Obliezy¢ P(X > 2).

Odp. 0.5

Zadanie 58. Wiadomo, ze zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na przedziale (0, 1), za$§ Y ma rozklad
dyskretny P(Y = 1) = P(Y = —1) = 0.5. Niech g bedzie wsp6lezynnikiem korelacji miedzy zmiennymi X
i Y. Jakie sa dopuszczalne wartoéci wspolczynnika o?

Odp. [—@, @}

Zadanie 59. Laczny rozktad zmiennych losowych X i Y ma gestosc:

_Jevtr dla0<z<liy>zx,
Py (@,y) = { 0, poza tym.

Obliczyé¢ VarY
Odp. 13/12
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Zadanie 60. W ciagu 20 rzutéw moneta liczymy serie pigciu ortéw. Kazdy ciag sasiadujacych ze soba pigciu
ortéw uznajemy za serie. Przyjmujemy zatem, ze serie moga ,zachodzi¢ na siebie”, na przyklad w ciggu

Nrrzutu 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Wynik RO OOOOOOROOOZROOOOORR

mamy cztery serie, zaczynajace sie¢ od miejsc 2, 3, 4 i 14. Obliczy¢ warto$¢ oczekiwang liczby serii pieciu
ortéw w 20 rzutach.
Odp. 0.5

Zadanie 61. Na okregu o obwodzie 1 wybieramy punkt X, a nastepnie losowo i niezaleznie wybieramy
punkty Xi,...,X,. Niech Y oznacza odlegtos¢ od Xy do najblizszego spoéréd punktow X, ..., X, liczona
wzdtuz okregu. Obliczyé EY .

1 1
Odp' 2 n+1

Zadanie 62. Niech X i Y beda zmiennymi losowymi o tacznym rozktadzie normalnym takim, ze EX =
EY =0,VarX =1, VarY =5, Cov(X,Y) = —2. Obliczyé¢ E(Y?| X = z).
Odp. 1 + 422

Zadanie 63. Zalézmy, ze X, Y i Z sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o standardowym rozktadzie nor-
malnym N (0,1). Znalezé liczbe a taka, ze

X B
Pl—2 <4 =06.
1/‘X’QJ’»}/’QJ’,ZQ
Odp. 0.6

Zadanie 64. Zalézmy, ze X, X2, X3 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie wy-
kladniczym. Niech S = X; + X5 + X5. Obliczy¢é P(X; > S/2 lub X5 > S/2 lub X35 > 5/2).
Odp. 3/4

Zadanie 65. Na okregu o promieniu 1 wybieramy losowo i niezaleznie dwa punkty. Obliczy¢ wartosé ocze-
kiwana odlegloéci miedzy nimi (odleglosé mierzymy wzdluz cieciwy).
Odp. 4/7

Zadanie 66. Rozwazamy kolektywny model ryzyk. Zakladamy, ze S = Sy = Zf\il X;, gdzie N oraz
X1, Xo, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym N ma rozklad Poissona z wartoécia oczekiwana
A, za$ kazda ze zmiennych X,, ma rozklad taki, ze P(X, = 1) = 2 = 1 — P(X,, = 2). Obliczy¢ warunkowa
warto$é oczekiwang E(N|S = 3).

A+3
Zadanie 67. Zalézmy, ze Xy oraz Wy,..., Wi sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy tym kazda ze
zmiennych Wi, ..., Wiy ma jednakowy rozktad normalny N(5,1). Niech

1
Xn+1:§Xn+Wn+1, dla TL:071,...79.
Wiadomo, ze zmienne losowe Xy i X190 maja rozklad normalny o jednakowych parametrach. Wyznaczyé
parametry tego rozktadu.
Odp. warto$é oczekiwana 10.4, wariancja 4/3
Zadanie 68. Rzucamy dziesieé¢ razy moneta. Niech K5 oznacza liczbe ortéw w pierwszych pieciu rzutach,

za$ K¢ liczbe orléw we wszystkich dziesieciu rzutach. Obliczy¢ EVar(Ks|Kio).
Odp. 0.625
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Zadanie 69. W umie znajduje sie dziesie¢ kul, ponumerowanych liczbami 1,2, ...,10. Losujemy ze zwraca-
niem czterokrotnie po jednej kuli. Niech S oznacza sume numeréw wylosowanych kul. Umawiamy sie przy
tym, ze kazdy wylosowany numer wystepuje w sumie tylko raz, (np. jesli wylosowaliémy kule o numerach
3,1,5,3,t0 S =34+ 1+5=09). Obliczy¢ warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej S.

Odp. 18.9145

Zadanie 70. Wiadomo, ze zmienna losowa X ma wykladniczy rozklad prawdopodobienstwa o gestosci
flx) =e™ (x> 0), zad Y jest taka zmienng losowa, ze dla kazdego = > 0, E(Y|X > z) = © + 2, oraz iz
moment drugiego rzedu zmiennej Y istnieje i jest liczba skonczona. Obliczyé Cov(X,Y) i Corr(X,Y).
Odp. Cov(X,Y) = 1, podane informacje nie wystarczaja do obliczenia wspélczynnika korelacji

Zadanie 71. Zalézmy, ze X1, Xo, X3 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie Poissona
7z wartodcia oczekiwana 5. Obliczyé Var(Xs + X5/ X1 + X2 = 5).
Odp. 6.25

Zadanie 72. Zmienna losowa X ma rozklad wyktadniczy o gestosci f(z) = Ae % (z > 0). Dla dowolnej
liczby a niech |a] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wigksza niz a oraz (a) = a — |a| oznacza czes$é
utamkowg liczby a. Obliczyé E(X) w zaleznosci od ¢ = E(| X ).

Odp. (In(c+1) —Inc)~t —¢

Zadanie 73. Niech Xj,..., X9 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie praw-
dopodobienstwa P(X; = 1) = 2/3 =1 — P(X; = —1). Niech S} = Zle X; dla k = 1,...,10. Obliczy¢
P(S10=2151<5,5 <5,...,5 <5).

Odp. 0.2265

Zadanie 74. Niech X = N exp(tZ), gdzie N jest zmienna losowa o rozkladzie Poissona z parametrem A, Z
jest zmienna losowa o rozkladzie normalnym N (u,0?), niezalezng od N, t jest stala. Obliczyé¢ 24X

(BX)2"
Odp. ; exp(c?t?) + exp(o?t?) — 1

Zadanie 75. Wiemy, ze Y = 2X 4+ W, gdzie X i W sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, X ma rozklad
normalny N(0,9), a W ma rozklad normalny N (0, 4). Dla jakiego a zachodzi zwiazek X = aY +U i zmienne
Y i U sa niezalezne.

Odp. 9/20

Zadanie 76. Niech K bedzie zmienng losowa taka, ze P(K = k) =0.1dla k=1,...,10. Niech

1, edy K =k,
X, = {0’ idgKyék, Ss = X1+ Xo 4+ X3+ X4 + Xs.
Obliczy¢ Cov(X1, Ss).
Odp. 1/20

Zadanie 77. Zalézmy, ze zmienne losowe X i Y maja taczny rozklad normalny, EX = EFY =0, VarX =
VarY =11 Cov(X,Y) = g. Obliczyé Cov(X?2,Y?).
Odp. 20>

Zadanie 78. Niech N; = Zfil X; i Ny = N — Ny, gdzie N jest zmienna losowa o rozkladzie Poissona

z parametrem A, za$ Xi,..., X, ... sa zmiennymi losowymi niezaleznymi od N i od siebie nawzajem. Zakla-

damy, ze kazda ze zmiennych X; ma rozklad Bemoulliego: P(X; =1)=p=1— P(X; =0), gdzie 0 < p < 1.
. , N

Obliczyé¢ E |:N041* }

Odp. ﬁ(l —e )
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Zadanie 79. Zalézmy, ze W1, ..., W,,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie
wyktadniczym, E(W,) = 1/X. Niech Ty =01 T, = i, W; dlan = 1,2,.... Zalézmy, ze Y jest zmienng
losowa o rozkladzie wykladniczym, EY = 1/« i niezalezna od zmiennych W;. Niech N = max{n >0:T, <
Y'}. Podaé rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej N.

n
Odp. P(N:n):ﬁ(%“) dlan=0,1,2,...

Zadanie 80. Zmienne losowe N i X sg niezalezne i maja nastepujace rozklady prawdopodobienstwa: P(N =
n)=2""dlan=12,..., P(X >z) =27 dlaz > 0. Obliczy¢ P(X > N).
Odp. 1/3

Zadanie 81. Z odcinka [0, 1] wybieramy losowo punkt X;. Nastepnie z odcinka [0, X;] wybieramy losowo
punkt X5, z odcinka [0, X5] - punkt X3 i tak dalej. Obliczy¢ wspélezynnik zmiennodei otrzymanego w n-tym

kroku punktu X,,, czyli 7”;“;?{"

Odp. /(4/3)" — 1

Zadanie 82. W urnie znajduje si¢ 20 kul, na kazdej z nich narysowana jest litera i cyfra. Mamy osiem kul
oznaczonych Al, cztery kule oznaczone A2, sze$é¢ kul oznaczonych Bl i dwie kule oznaczone B2. Losujemy
bez zwracania dziesie¢ kul. Niech N4 oznacza liczbe wylosowanych kul oznaczonych litera A, zas Ny - liczbe
wylosowanych kul oznaczonych cyfra 1. Obliczyé E(N1|Na).

Odp. — LN, + 2

n

Zadanie 83. O zmiennych losowych X i Y wiemy, z2¢ 0 <Y < X, P(X =0) = 0, EY|X) = 5 i
VarY = iVarX + 1(EX)?% Pokaza¢, ze P(Y = X) = 0.5.
Odp. —

Zadanie 84. O zmiennych losowych Xy i X; zaktadamy, ze EXyg = EX; = 0, VarXy = VarX; =1
i Cov(Xp,X1) = o, gdzie 0 < ¢ < 1. Niech X; = pXo + W. Rozwazmy zmienne losowe postaci W =
2X1 + (1 — 2) X, interpretowane jako predyktory nieobserwowanej zmiennej W. Znalezé wspélczynnik z,,
dla ktorego blad sredniokwadratowy F (W — W)? jest minimalny.

Odp. 1+ £

Zadanie 85. Wykonujemy rzuty monetg az do otrzymania po raz pierwszy sekwencji dwoch jednakowych
wynikéw (tj. OO lub RR) w dwdch kolejnych rzutach. Obliczy¢ warto$é oczekiwang liczby wykonanych
rzutéw.

Odp. 3

Zadanie 86. Zalézmy, ze zmienne losowe X1, Xs, ... sa niezalezne i maja jednakowy wyktadniczy rozklad
prawdopodobienstwa o gestosci

~fre™? dlaz >0,
fl@) = { 0, poza tym.

Zmienne losowe X1, Xo, ... okres§lamy wzorem

> Xz — CLEXZ‘, gdy Xi > (Lla)(i7
O, gdy X’i < CLEXZ

Zmienna losowa N ma rozklad Poissona o wartosci oczekiwanej A i jest niezalezna od Xp, Xo,... Niech
S =N X, oraz § = YV | X,. Dobra¢ liczbe a tak, zeby VarS = 0.36VarS.
Odp. 1.0217
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Zadanie 87. W urnie znajduja sie kule, z ktoérych kazda oznaczona jest jedna z liter alfabetu: 10 kul
oznaczonych litera A, 20 kul oznaczonych litera B, 30 kul oznaczonych litera C' i x kul oznaczonych innymi
literami alfabetu. Losujemy ze zwracaniem siedem razy po jednej kuli z urny. Zmienne losowe N, Ng, No
oznaczaja odpowiednio liczbe tych ciagnieé¢, w ktérych pojawita sie litera A, B, C. Jakie musi by¢ z, aby
zmienne losowe N4 + Np oraz Ng + N¢ byly nieskorelowane?

Odp. 15

Zadanie 88. Zalézmy, ze Xq,...,X,,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym
na przedziale (0,1), za§ N jest zmienna o rozkladzie Poissona o wartosci oczekiwanej A, niezalezna od
X1,...,X,,... Niech
max{Xy,..., X}, gdy N >0,
M =
0, gdy N =0.

Obliczy¢ EM.

1—e
Odp. 1 - =

Zadanie 89. Zalézmy, ze W1, W5 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie wyktad-
niczym, EW,, = 1/X, n = 1,2. Niech X = min{Wy, Ws}. Obliczy¢ E(W1|X).
Odp. X + 5

Zadanie 90. Zalézmy, ze Xi,... X, Xmi1,..., Xy jest probka z rozkladu normalnego N(u,0?). Niech
Xom = % doimy X oraz X, = %Z?:l X;. Obliczy¢

E Z?ll(Xi )_SM)

_ 2
Z?:1(Xi - Xn)2 '

-1

Odp. %

Zadanie 91. W urnie znajduje sie 25 kul, z ktérych m = 15 jest bialych, r — m = 10 czarnych. Losujemy
bez zwracania najpierw n; = 6 kul, a nastepnie sposrod pozostalych w urnie, losujemy bez zwracania no = 8
kul. Niech S oznacza liczbe bialych kul wybranych w pierwszym losowaniu, a S oznacza liczbe bialtych kul
wybranych w drugim losowaniu. Obliczyé¢ Cov(St, Ss).

Odp. —0.48

Zadanie 92. Zaltézmy, ze X1,...,X,,... sa dodatnimi, niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
ciaglym rozktadzie prawdopodobienistwa. Niech Ry =01 R, = max{Xj,..., X, } dlan > 0. Zmienne losowe
N i M sa od siebie niezalezne i niezalezne od Xi,...,X,,,... Wiadomo, ze obie te zmienne majg rozktady

Poissona, EN = A i EM = p. Obliczyé P(Ryyam > Ry).

Odp. 4 [1- e A

Zadanie 93. Zalézmy, ze zmienne losowe X1,...,X,,... sa niezalezne, majg jednakowy rozktad prawdo-
podobienstwa, EX; = u, VarX; = 0. Niech N bedzie zmienna losowa niezalezna od ciagu Xi,..., X, ...
o rozkladzie prawdopodobienstwa danym wzorem

P(N=n)=n(1-60)""10* dla n=1,2,...

Niech S, = 3°7 | X;. Obliczyé¢ Var (5).
Odp. 6o?

Zadanie 94. Zalézmy, ze X1,...,X,1Y1,...,Y,, sa dwiema niezaleznymi probkami z tego samego rozktadu
normalnego N (u,0?%). Niech X = 1 3" | X; oraz Y = L 3 ¥;. Obliczy¢ P(|X —p| > |Y —p|) dlan = 100
im = 385.
Odp. 0.70
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Zadanie 95. Zal6zmy, ze dla danej wartosci ©® = 6 zmienne losowe X1, ..., X,,... sa warunkowo niezalezne
i maja dwupunktowy rozklad prawdopodobienstwa P(X; = 1|0) = 0 = 1 — P(X; = 0/f). Zmienna losowa ©
ma rozklad jednostajny na przedziale (0,1). Niech N = min{n : X,, = 1}. Obliczyé P(N = n + 1|N > n)
dlan=0,1,2,...

Odp. %ﬁ

Zadanie 96. Rozwazmy nastepujaca, uproszczong wersje gry w ,wojne”. Talia sktada sie z 52 kart. Dobrze
potasowane karty rozdajemy dwém graczom, kazdemu po 26 i uktadamy w dwie kupki. Gracze wykladaja
kolejno po jednej karcie z wierzchu swojej kupki i sprawdzaja wysokos¢ obu kart. Jesli obie wyltozone karty
sa réwnej wysokosci (dwa asy lub dwa kroéle itd.) to méwimy, ze nastepuje wojna. Po sprawdzeniu, obie karty
odkladamy na bok i nie biora juz one udzialu w dalszej grze. Powtarzamy te procedure 26 razy; gra konczy
sie, gdy obaj gracze wyloza wszystkie karty. Obliczy¢ wartos¢ oczekiwana liczby wojen.

Odp. 26/17

Zadanie 97. Niech Wy, W5, W3 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie wyktad-
niczym o gestosci

—\w
f(w>_{)\e . dlaw >0,

0, poza tym.
Obliczy¢ mediane zmiennej losowej Wﬁfwa'
Odp. v2/2
Zadanie 98. Wiemy, ze zmienne losowe X1, ..., X,,,..., X, sa niezalezne i maja jednakowy rozktad praw-

dopodobiefstwa. Zakladamy, ze 1 < m < n i znamy Var(X;) = o2. Niech S, = X1+ -+ X,, i S, =
X1+ + X+ -+ X, Obliczyé EVar(Sp|Sn).
Odp. m%ﬂ

Zadanie 99. Zal6ézmy, ze X,Y sg zmiennymi losowymi o tacznym rozkladzie normalnym, EX = EY = 0,
VarX =VarY =11 Cov(X,Y) = p. Obliczy¢ Var(XY).
Odp. 1 + ¢?

Zadanie 100. W urnie znajduje sie 25 kul, z ktérych 15 jest bialych i 10 czarnych. Losujemy bez zwracania
kolejno po jednej kuli. Konczymy losowanie w momencie, kiedy wyciagniete zostana wszystkie czarne kule.
Obliczy¢ wartos¢ oczekiwang liczby pozostalych w urnie bialych kul.

Odp. 15/11

Zadanie 101. Wektor losowy (X,Y’) ma laczna gestos¢ prawdopodobienistwa

2, dlaz>0,y>0,4z+y <1,

f(x,y)—{

0, poza tym.
Podaé gestosé g(z) rozkltadu zmiennej losowej Z = XLJFY
Odp. g(z)=1dla0<z<1
Zadanie 102. Zalézmy, ze X1,..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym, cigglym roz-

ktadzie prawdopodobiefistwa, majacymi momenty rzedu 1, 21 3. Znamy u = EX; i 02 = VarX;. Niech f(x)
oznacza gestod¢ rozkladu pojedynczej zmiennej X;. Wiemy, ze rozklad jest symetryczny w tym sensie, ze
flu+2) = f(u— ) dla kazdego x. Obliczy¢ trzeci moment sumy: ES3, gdzie S, = X1 + -+ + X,..

Odp. n?u(nu? + 30?)
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Zadanie 103. Zalézmy, ze Xi,...,X,,... jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozkladzie wykladniczym o gestosci

f(z) = iexp(—x/u) dla z>0.

Zmienna losowa N jest niezalezna od Xi,...,X,,,... 1 ma rozklad Poissona o wartosci oczekiwanej A. Niech
¢ bedzie ustalona liczba dodatnia,

N N
Yi=min{X;.c}, Z; = X; Y, 8T =) v, sP =3 7.
i=1

=1

Obliczyé Cov(S1Y), 5(%)).
Odp. cule ¢/+

Zadanie 104. Zalézmy, ze X1,..., Xm, ... jest ciagiem niezaleznych, dodatnich zmiennych losowych o jed-
nakowym rozkladzie o gestosci
f(z) =zexp(—z) dla z>0.

Niech S =01 5,, = X1 + -+ X,, dla m > 0. OkreSlmy zmienna losowa M = max{m > 0: S,, < 5}.
Obliczy¢ P(M = 2).
Odp. 5e~°

Zadanie 105. Zalézmy, ze X1,...,X,,... jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozktadzie wyktadniczym o gestosci

flz) = iexp(fx/p) dla z > 0.

Zmienna losowa N jest niezalezna od Xi,...,X,,... 1 ma rozktad geometryczny dany wzorem:
P(N=n)=p(l—p)" dla n=0,1,2,...

Niech Sy = Zi\il X; (przy tym Sp = 0, zgodnie z konwencja). Obliczy¢ prawdopodobienstwo warunkowe
P(N =1|Sy =s) dlas>0.
Odp. exp[—s(1 —p)/u]

Zadanie 106. Rozwazmy nastepujacy model strzelania do tarczy. Wspélrzedne punktu trafienia (X,Y) sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie normalnym N(0,0?). Punkt (0,0) uznajemy za
grodek tarczy, wiec v X2 + Y2 jest odlegloscig od $rodka. Obliczyé warto$é oczekiwang odleglosci od $rodka
najlepszego z n strzaléw (X1,Y1), ..., (Xn, Yn), czyli

Emin{,/xf+Y12,..., X5+Y,g}.

Odp. /%2

Zadanie 107. W urnie znajduje sie 10 kul Amarantowych, 10 kul Bialych i 10 kul Czarnych. Losujemy
bez zwracania 12 kul. Niech A oznacza liczbe wylosowanych kul Amarantowych, B oznacza liczbe wylosowa-
nych kul Bialych, C oznacza liczbe wylosowanych kul Czarnych. Obliczy¢ wspotczynnik korelacji zmiennych
losowych A i B. (Wskazéwka: Var(A+ B+ C) =0.)

Odp. —1/2
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Zadanie 108. Niech X1,...,X,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie wy-
ktadniczym o gestosci

_Jaem**  dlax >0,
fla) = { 0, poza tym.

Niech N bedzie zmienna losows niezalezna od Xi, ..., X,,... o rozkladzie Poissona z parametrem A. Niech

v — min{Xy,..., X,}, gdy N >0,

Obliczy¢ E(N|Y = y) przy zalozeniu, ze y > 0.
Odp. 1+ Ae™¥

Zadanie 109. W loterii bierze udziat 10 oséb. Regulamin loterii faworyzuje te osoby, ktore w eliminacjach
osiagnely lepsze wyniki: zwyciezca eliminacji, nazywany graczem nr. 1 otrzymuje 10 loséw; osoba, ktéra
zajela drugie miejsce w eliminacjach, nazywana graczem nr. 2, otrzymuje 9 loséw; osoba, ktéra zajela trzecie
miejsce w eliminacjach, nazywana graczem nr. 3, otrzymuje 8 losow,. . .,0soba, ktéra zajela dziesigte miejsce w
eliminacjach, nazywana graczem nr. 10, otrzymuje 1 los. Jeden spoéréd 55 loséw przynosi wygrana. Obliczy¢
wartos¢ oczekiwang numeru gracza, ktéry posiada wygrywajacy los.

Odp. 4

Zadanie 110. Niech zmienna losowa S,, bedzie liczba sukceséw w n probach Bernoulliego z prawdopodo-
bienstwem sukcesu p. O zdarzeniu losowym A wiemy, ze

P(A|Sn:lc):aE dla k=0,1,...,n,
n

gdzie a jest znang liczba, 0 < a < 1. Obliczy¢ E(S,|A).
Odp. pn+1—p

Zadanie 111. Rozwazmy sume losowej liczby zmiennych losowych S = Sy = Ef\il X;. Przyjmijmy typowe
dla kolektywnego modelu ryzyka zalozenia: sktadniki X; maja jednakowy rozklad prawdopodobienstwa, sa
niezalezne od siebie nawzajem i od zmiennej losowej N. Przyjmijmy oznaczenia:

EX;=pu, VarX; =02, EN =m, VarN = d>°.

Podaé¢ wspotczynniki ay, b, funkcji liniowej a.S + b, ktéra najlepiej przybliza zmienng losowa N w sensie
$redniokwadratowym:

E(a.S +b. — N)? = min B(aS +b — N)2.

d2

2 2
25 2ab*_ Tz
p2d?+mo

= W22 +mo?

Odp. a. =

Zadanie 112. Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach normalnych, przy tym,
EX =EY =0,VarX =1, VarY = 3. Obliczy¢ P(|X| < |Y]).
Odp. 0.6667

Zadanie 113. Rozwazmy niezalezne zmienne losowe Wy, Wi, ..., Wy, ... o jednakowym rozkladzie wy-
ktadniczym z wartoscia oczekiwana p. Niech N bedzie zmienng losowa o rozkladzie Poissona z wartoscia
oczekiwana A, niezalezng od Wy, W1, ..., W,,... Wyznaczy¢ dystrybuante rozkltadu prawdopodobienstwa
zmiennej losowej Y = min{Wy, W1y,..., Wx}.

Odp. 1 —exp [)\(e_y/“ —1) —y/u

Zadanie 114. Zalézmy, ze Uy, Uy, ...,U, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie
jednostajnym na przedziale (0, 1). Obliczyé warunkowa warto$é oczekiwana E(max{Uy, U, ..., U, }HUy).
Odp. “tUi

* n+1
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Zadanie 115. Niech 7, ..., Z, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie Pareto o gestosci

o
0, poza tym,

gdzie 6 > 1, A > 0 sg ustalonymi liczbami. Wyznaczyé¢ E(Zy + -+ + Zp|min{Z, ..., Z,} = t), gdzie ¢ jest
ustalong liczba wieksza od zera.
Odp. nt + (n — 1)5%

Zadanie 116. Zmienna losowa (X,Y, Z) ma rozklad normalny z wartoscia oczekiwana (0,0, 0) i macierza
kowariancji

4 15 1
1.5 1 05
1 05 1
Obliczy¢ Var((X +Y)Z).
Odp. 10.25
Zadanie 117. Niech Xi,...,X,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wyktadniczym
z wartoscig oczekiwana 1, a Y7,...,Y,,... niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wykladniczym

z wartoscig oczekiwana 2. Niech N bedzie zmienna losowa o rozkladzie Poissona z parametrem 4. Wszystkie
zmienne sg niezalezne. Niech

T:{ZLX“ gdy N > 1, S:{Ziilm, gdy N > 1,
0, gdy N =0, 0, gdy N =0.

Obliczy¢ wspdlezynnik korelacji Corr (T, S) miedzy zmiennymi 71 S.
Odp. 0.5

Zadanie 118. Niech X;,...,X,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie wy-
ktadniczym o gestosci

—Qxr
flz) = ae” ™ dlax >0,
0, poza tym,
gdzie a > 0 jest ustalonym parametrem. Niech N bedzie zmienna losowa, niezalezna od Xi,...,X,,...

o rozkladzie ujemnym dwumianowym P(N = n) = (”Jr;*l)p’"(l —p)dlan=0,1,2,..., gdzie r > 01i
p € (0,1) sa ustalonymi parametrami. Niech

g max{Xy,..., Xy}, gdy N >0,
7o, gdy N =0.

27r

i Var(NZy) = =5~

a2

Obliczyé E(NZy) i Var(NZy).
Odp. E(NZy) = =&

Zadanie 119. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowa zmienng losowa o funkcji gestosci

_Je® dlaz>0iye(0,1),
fay) = {0, poza tym.

Niech Z = X + 2Y. Wyznaczy¢ taczny rozklad zmiennych 7 i X.
Odp. funkcja gestosci g(z,x) = e~7/2 na zbiorze {(z,z) : 0 < x < z < 2+ z}
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Zadanie 120. Niech Xj,...,X,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wykladniczym

o wartoéci oczekiwanej 0.5 i niech N bedzie zmienna losowa niezalezna od Xi,...,X,,..., o rozkladzie
Poissona z wartoscia oczekiwana réwna 3. Niech
v Xi—d, gdyXZ>d,

gdzie d jest ustalong liczba dodatnia. Wyznaczy¢ funkcje tworzaca momenty zmiennej Z = Zfil Y; w punkcie
1, a wiec E(e?).
Odp. exp(3e~29)

Zadanie 121. Zmienne losowe X1, ..., X, sa niezalezne i maja jednakowa wariancje o2. Niech U = 3X; +
Xo+- -+ X, i V=X +Xo0+4+ -+ X1 + 2X,,. Wyznaczy¢ wspoOlczynnik korelacji miedzy U i V.
Odp. Z—ig

Zadanie 122. Wykonujemy rzuty symetryczna koscia do gry do chwili uzyskania drugiej ,,sz6stki”. Niech YV
oznacza zmienng losowa réwng liczbie rzutow, w ktérych uzyskaliSmy inne wyniki niz ,,sz6stka”, a X zmienna
losowa réwna liczbie rzutéw, w ktérych uzyskaliémy ,,jedynke”. Obliczyé E(Y — X|X = 4).

Odp. 12

Zadanie 123. Niech X1, X5, X3, X4 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym X; ma rozktad
Pareto(1,1) a pozostale zmienne maja jednakowy rozklad Pareto(1,2). Obliczyé prawdopodobienstwo

P (min{Xl, XQ, Xg, X4} <X < HlaX{Xl, XQ, X3, X4}) .
Rozklad Pareto()\, 0) jest rozkladem o gestosci
290

f(-r):{w7 dla.’l;>07
0, poza tym.

Odp. 2/5
Zadanie 124. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowa zmienng losowa o funkcji gestosci

4 2 2
f(xy):{g, dlaz>0,y>022+y2<1,
, Ppoza tym.

Niech Z = % oraz V = X2 + Y2. Udowodnié, ze funkcja gestoéci rozkladu brzegowego zmiennej Z wyraza

sie wzorem g(z) = m dla z € (0, 4+00).

Odp. —

Zadanie 125. Zmienne losowe X1, ..., X, maja jednakowa wartoéé oczekiwana , jednakowa wariancje o2
i wspoélezynnik korelacji Corr(X;, X;) = ¢ dla i # j. Zmienne losowe Z1,...,Z, sa nawzajem niezalezne

oraz niezalezne od zmiennych losowych Xi,..., X, i maja rozklady postaci P(Z; = 0) = P(Z; = 1) = 0.5.
Obliczy¢ wariancje zmiennej losowej > | Z; X;.

2 0'2 n—
Odp. n& +n% (1+ 251p)

Zadanie 126. Niech N, X1, Xo,..., Y1,Y5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi. Zmienne X;, i =
1,2,..., maja rozkltady wyktadnicze o wartosci oczekiwanej 1, zmienne losowe Y;, 7 = 1,2, ..., maja rozklady
wyktadnicze o wartosci oczekiwanej 2. Warunkowy rozklad zmiennej losowej N przy danym A = X jest
rozktadem Poissona o wartosci oczekiwanej A. Rozklad brzegowy zmiennej A jest rozkladem gamma o gestosci

16Xe ™, dla x>0
A — ) 3
Uty { 0, poza tym.

Niech
§— {ZLXZ-, gy N>0, . p_ {zf_lm, gdy N > 0,
0, gdy N =0, 0, gdy N = 0.
Obliczy¢ wspdlezynnik korelacji Corr(T, S).
Odp. 5/9
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Zadanie 127. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowa zmienng losowa o funkeji gestosci

_[6z, dlaxz>0,y>0,z+y<1,
fy) = { 0, poza tym.

Niech S=X+Y iV =Y — X. Wyznaczy¢ Var(V|S = 0.5).
Odp. 1/18

Zadanie 128. Niech X; i X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na prze-
dziale (0,1). Rozwazmy zmienng losowa réwna bezwzglednej wartosci réznicy pierwotnych zmiennych X3
i X5. Obliczyé warto$é oczekiwang p oraz wariancje o zmiennej losowej | X1 — Xa|.

Odp. u:%,orQ:%

Zadanie 129. Niech X;,...,X,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie wy-
ktadniczym z wartoscia oczekiwang réwnag 3. Niech N bedzie zmienna losowa niezalezna od zmiennych
X1,...,X,, ..., orozkladzie Poissona z wartoscia oczekiwana 2. Niech

N = o i iXi, gdy N >0,
Obliczyé VarZy. (Wskazéwka: 12 +22 + .-+ n? = w)
Odp. 9.75 — 0.75e ™2

Zadanie 130. Wykonujemy n niezaleznych doswiadczen, z ktérych kazde moze sie zakonczy¢ jednym z czte-
rech wynikéw: Aq, Ao, Az, A4. Niech N; oznacza liczbe doswiadczen, w ktorych uzyskano wynik A;, a p;
prawdopodobienstwo uzyskania wyniku A; w pojedynczym doswiadczeniu, gdzie i = 1,2, 3,4. Wiadomo, ze
p1= %5451 P2 = %. Jaka jest wartos$¢ ps, jezeli zmienne losowe Ny + Ny i N7 + N3 — N, sa nieskorelowane.
Odp. =2

Zadanie 131. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowa zmienng losowa o funkeji gestosci
3 .
_ )&%, dlax>1iye(1,2),
floy) = { 0, poza tym.
Niech S = XY. Wyznaczy¢ rozklad zmiennej losowej X przy S = 3.
Odp. g(z|S =3) =18 dlaz € (15,3)

Zadanie 132. Zalézmy, ze Xi,...,X70 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie
wykladniczym o gestosci

[ Xe™?, dla x>0,
flz) = {0, poza tym,

gdzie A > 0 jest ustalona liczba. Niech § = X3 + -+ + X3¢. Obliczy¢

S S S
P(X1>2\/X2>2\/'~'\/X10>2).

Odp. 5/256
Zadanie 133. Niech (Uy,...,U,) bedzie préba niezaleznych zmiennych losowych z rozktadu jednostajnego
na odcinku (0, 1), a wiec niech taczna gestosé proby wynosi:

flut,...,uy) =1 dlakazdego (uqg,...,u,) € (0,1)".
Zal6zmy, ze n > 1. Niech (Y1,...,Y,) oznacza prébe (Uy,...,U,) uporzadkowana w kolejnosci rosnacej.
Oznaczmy gestos$é proby uporzadkowanej przez g(y1, - - -, Yn). Oczywiscie gestosé ta przyjmuje wartosci do-
datnie na zbiorze:

{y, - oyn) 0 <y <--- <yn <1}

Wyznaczy¢ gestosé g na tym zbiorze.
Odp‘ g(yh cee 7yn) =n!
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Zadanie 134. Rzucamy 12 razy symetryczna moneta. Niech Xy oznacza liczbe ortow w pierwszych czterech
rzutach, a X1z liczbe ortéw we wszystkich dwunastu rzutach. Obliczyé EVar(X4|X12).
Odp. 2/3

Zadanie 135. W konkursie zlozonym z trzech etapow startuje niezaleznie n uczestnikéw. Prawdopodobien-
stwo, ze uczestnik odpadnie po pierwszym etapie jest réwne 6. Prawdopodobienstwo, ze uczestnik, ktéry
przeszedl etap pierwszy, odpadnie w etapie drugim tez jest rowne 6. Niech K oznacza liczbe uczestnikéw,
ktorzy odpadli w pierwszym etapie, za§ M liczbe uczestnikow, ktorzy odpadli w etapie drugim. Niech § = %
Obliczy¢ prawdopodobienstwo P(K + M = k) dla k € {0,1,...,n}.

Odp. (}) 24—

Zadanie 136. Niech X1,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie zadanym gestosScia

322, dlax € (0,1),
fle) = { 0, poza tym.

Wyznaczyé E(X1 + -+ + Xp| max{Xy,..., X,,} =t), gdzie t jest ustalona liczba z przedziatu (0, 1).
Odp. 3%H¢

Zadanie 137. Zmienne losowe X1, ..., X, maja jednakowa warto$¢ oczekiwang p, jednakows wariancje o2
i wspétezynnik korelacji Corr(X;, X;) = o dla ¢ # j. Zmienne losowe Z1, ..., Z, sa nawzajem niezalezne oraz
niezalezne od zmiennych losowych Xi,..., X, i maja rozklady postaci P(Z; = —1) = p=1—- P(Z; = 1).
Obliczy¢ wariancje zmiennej losowej Y i | Z; X;.

Odp. no?(1+ (n—1)p(1 — 2p)?)

Zadanie 138. Zmienne losowe X1, ..., X5 sa niezalezne i maja jednakowy rozktad o gestosci

[ 6e %" dlaz >0,
fle) = { 0, poza tym,

gdzie 6 > 0 jest ustalong liczbg. Niech Y oznacza zmienng losowa rownag 1, gdy X; > 3 i réwna 0 w pozo-
stalych przypadkach. Niech T' = Z?:1 X;. Wyznaczy¢ E(Y|T = 5).
Odp. 0.0256

Zadanie 139. Zmienne losowe X i Y sg niezalezne i kazda ma rozktad prawdopodobienstwa o gestosci

4
=, dlaxz>0
— (1_»'_;3)0 ) )
f(@) { 0, poza tym.

In X

Rozwazamy zmienna losowa U = IMESOER DR

Udowodnié¢, ze zmienna losowa U ma rozklad jednostajny
na przedziale (0, 1).

Odp. —

Zadanie 140. Zmienna losowa (X,Y,Z) ma rozklad normalny z wartoscia oczekiwanag EX = EY = 1,
EZ = 0 i macierza kowariancji

N —
—
SN

Obliczyé¢ Var((X —Y)Z).
Odp. 13

Zadanie 141. Zmienne losowe X7, Xs,..., X, ... sa niezalezne i maja rozklad dwupunktowy P(X; =1) =

P(XZ = —].) = 0.5. Niech Sn = Z?:l Xz OthZyé P(Sl() =4i Sn S 6 dlan= ].,27 [N ,9)
Odp. 119/1024
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Zadanie 142. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowa zmienng losowa o funkeji gestosci

2 P2 2

= dlay>0iz+y° <1,

fla,y) = {g Y Y
, Ppoza tym.

Niech Z = 52571V = VX2 + Y2 Wykazaé, ze funkcja gestosci rozkladu brzegowego zmiennej V' wyraza
sie¢ wzorem g(v) = 1 dla v € (0,1).

Odp. —

Zadanie 143. Rzucamy symetryczna kostka do gry tak diugo, az uzyskamy kazda liczbe oczek. Obliczy¢
wartos¢ oczekiwang liczby rzutow.

Odp. 14.7

Zadanie 144. Niech X7, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie jednostaj-
nym na przedziale (1,2). Niech N bedzie zmienng losowa o rozkladzie ujemnym dwumianowym

n+2
n

P(N:n):( >p3(1—p)" dla n=0,1,2,...,

niezalezna od zmiennych losowych X;, X, ... Niech

_Jmax{Xy,..., Xy}, gdy N >0,
MN_{O, gdy N = 0.

Obliczy¢ EMy.
Odp. 2 —p* — %p2 — %p

Zadanie 145. Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach wyktadniczych, przy czym
EX =41 EFY = 6. Rozwazamy zmienng losowa Z = XLJFY Wyznaczy¢ mediane rozktadu zmiennej Z.
Odp. 04

Zadanie 146. Zmienne losowe X, ..., Xo5 sa niezalezne o jednakowym rozkladzie normalnym N (u,o?).
Niech SlO = Zzlil X,’ i S25 = 21221 Xz Wyznaczyc’ E(S10|525).
Odp. 60’2 + 0.16525

Zadanie 147. Zaldzmy, ze X 1 Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym N(0,1).
Zmienna losowa T jest réwna
RY

Wyznaczy¢ funkcje gestodci zmiennej losowej T

Zadanie 148. Niech X1, Xs,...,X,,... beda niezaleznymi dodatnimi zmiennymi losowymi o tym samym
rozkladzie wykladniczym o wartosci oczekiwanej a. Niech N i M beda zmiennymi losowymi o rozkladach
Poissona niezaleznymi od siebie nawzajem i od zmiennych losowych X1, X, ..., X,,, ..., przy czym EN = A
i EM = p. Niech
v — {maX{Xl, Xt gdyn>0,
" 0, gdy n = 0.

Obliczyé P(YM+N > YM)
Odp. 2 (1 — exp(—A — )
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Zadanie 149. Zmienne losowe X 1Y sa niezalezne i kazda ma rozklad wykladniczy z wartoscig oczekiwana
A > 0. Obliczy¢
Var(min{X, Y} X +Y =2).

Odp. %

Zadanie 150. Niech X1, X5,..., X,,,..., [1,Is,...,I,,... oraz N beda niezaleznymi zmiennymi losowymi.
Zmienne Xi, Xo,...,X,,... maja rozklad wykladniczy o warto$ci oczekiwanej p > 0. Zmienne losowe
I, I, ..., 1I,,... maja rozklad dwupunktowy P(I; = 1) = p = 1 — P(I; = 0), gdzie p € (0,1) jest usta-
long liczba. Zmienna N ma rozklad ujemny dwumianowy P(N = n) = FF({T")':!) (I1-¢)"¢"dlan=0,1,2,...,
gdzie r > 01 ¢q € (0,1) sa ustalone. Niech

7, - [ XL X, ey N>0, o _[YN LX, edy N >0,
0, gdy N =0, 0, gdy N =0,

Wyznaczyé kowariancje Cov(Tn, Sn).
2rq(2—
Odp. pu(lz(q)2 q)

Zadanie 151. Niech X bedzie zmienng losowa o rozkladzie Pareto o gestosci

64
f(l'): W, dlafE>O,
0, poza tym.
Niech Y bedzie zmienng losowa réwna,
v 40 gdy X < 3,
Tl X =3, gdy X > 3.

Wyznaczyé Var(Y|X > 3).
Odp. 950

Zadanie 152. Niech X;, X» beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie ujemnym
dwumianowym N B (2, %)

2 n
P(Xi:n):<n::1> (i) Cl) dla n=0,1,2,...

Wyznaczyé P(X; = 3| X1 + X2 = 6).
Odp. 4/21

Zadanie 153. Zalézmy, ze Xg, X1, ..., Xy, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie
wyktadniczym i EX; = % Niech

k
N:min{kZO:ZXi>a},
i=1

gdzie a jest ustalona liczbg dodatnia. Podac rozktad prawdopodobiefistwa zmiennej N.
k
Odp. P(N = k) = ¥ exp(—a)) dla k = 0,1,2,. ..

Zadanie 154. Niech Xy, X1, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie wy-
ktadniczym o wartosci oczekiwanej 1. Obliczy¢ E(min{ Xy, X1, ..., X, }|Xo).
Odp. 1 (1 — exp(—nXp))
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Zadanie 155. Niech X7, X9, X3, X4 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie z ge-

stoscia
2
=, dlax >0,
flo) = { (g)c,3 poza tym.

. , min{X1,X2,X3,X4}
Obliczyé E ( D S Ke Kol }) .
Odp. %

Zadanie 156. Niech Xy, X1,...,X,,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie
wyktadniczym z wartoscia oczekiwana rowna 1. Niech N bedzie zmienng losowa o rozktadzie Poissona z warto-
$cia oczekiwana A, niezalezna od zmiennych X1, ..., X,,.... Niech My = min{ Xy, X1,..., Xy }. Wyznaczyé
Cov(My, N).

Odp. 1 — 21 (1 —e?)

Zadanie 157. Niech N, X3, Xs,...,X,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym zmienna
losowa N ma rozklad geometryczny

P(N=n)=(1-¢)¢" dla n=0,1,2,...,

gdzie g € (0,1) jest ustalona liczba, a X, Xo,..., X,,,... sa zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie
wykladniczym z wartoscia oczekiwana % Niech

gy — Xi+--+ Xy, gdy N >0,
N7, gdy N = 0.

Wyznaczyé prawdopodobienstwo P(Sy < x) dla z > 0.
Odp. 1 — (1 — g)e A=

Zadanie 158. W urnie znajduje sie trzydziesci kul, na kazdej narysowana jest litera i cyfra. Mamy dziesie¢
kul oznaczonych X1, osiem kul oznaczonych Y1, osiem kul oznaczonych X2 oraz cztery kule oznaczone Y2.
Losujemy bez zwracania pigtnascie kul. Niech Nx okresla liczbe kul oznaczonych litera X wsréd wylosowa-
nych, a N» liczbe kul z cyfra 2 wéréd kul wylosowanych. Obliczyé E(Nx|Na).

Odp. 3(25— $N2)

Zadanie 159. Zmienne losowe X1, ..., X,, ... sa warunkowo niezalezne przy danej wartosci 6 € (0, 1) i maja
rozktad prawdopodobienstwa

P(X;=1/0) =0 =1—- P(X; =0|0).
Zmienna losowa 6 ma rozklad beta okre§lony na przedziale (0,1) o gestosci f(6) = 126%(1 — 6). Niech
Sy = Z?:l X;. Obliczyé P(Sg > O‘Sg = 0)
Odp. 15—1

Zadanie 160. Niech X1,...,X,,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie wy-
ktadniczym z wartoscia oczekiwana réwna 1. Niech N bedzie zmienng losows o rozkladzie ujemnym dwu-
mianowym N B (2, e_l):

2 n
P(N—n)—<n+1> <1) (1—1) dla n=0,1,2...,
n e e

niezalezna od zmiennych Xi,...,X,,... Niech
N min{Xl,...,XN}, gdyN>0,
MN_{O, gdy N =0.

Wyznaczyé EMy.
Odp. e~ !
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Zadanie 161. W urnie znajduje sie 40 kul, z ktérych 25 jest bialych i 15 czarnych. Losujemy bez zwracania
najpierw 13 kul, a nastepnie z pozostatych kul w urnie losujemy bez zwracania 8 kul. Niech 57 oznacza liczbe
kul bialych w pierwszym losowaniu, a S5 liczbe kul bialtych w drugim losowaniu. Obliczyé Cov(Sy, S2).
Odp. —5/8

Zadanie 162. Losujemy ze zwracaniem po jednej karcie do gry z talii 52 kart tak dlugo az wylosujemy pika.
Niech Y oznacza zmienng losowa réwna liczbie wyciagnietych kart, a X zmienna losowa réwna liczbie kart,
w ktérych uzyskaliSmy karo. Obliczy¢ E(Y|X = 4).

Odp. 10

Zadanie 163. Zalézmy, ze Xi,...,X,,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie
wykladniczym i EX; = % Niech Ty = 01T, = Y i~ X; dlan = 1,2,... Niech Y bedzie zmienna losowg
niezalezna od zmiennych Xi,...,X,,... o rozkladzie gamma o gestosci

[ BPxexp(—Bx), dlax >0,
fla) = { 0, poza tym,

gdzie 8 > 0 jest ustalong liczba. Niech
N =max{n >0:T, <Y}
Poda¢ rozktad prawdopodobienstwa zmiennej N.
Odp. P(N =n) = (n+ 1) (%)2 (ﬁ%) dlan=0,1,2...
Zadanie 164. Zmienne losowe U i V sa niezalezne i maja rozklady jednostajne na przedziale (0,2). Niech

X =max{U,V} 1Y = min{U, V}. Ktére z nastepujacych stwierdzen jest prawdziwe?
(A) Cov(X,Y)=0.

(B) P(X?2+Y?2 <4)=0.5.
(C) P(X +Y <2)=0.75.
(D) P(X —Y > 1) =0.5.
(E) Cov(X,Y) = §.

Odp. E
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