Zadania z rachunku prawdopodobieristwa, czes¢ 2
Zadania o rozmieszczeniu i kombinatoryka

2.1. Dane jest p = P(A), ¢ = P(B), r = P(AU B). Obliczy¢ P(AB’), P(A’'B’).

2.2. Wiadomo, ze P(AB) = P(A)P(B), tzn. ze zdarzenia A i B sa niezalezne, C D> AB i C' O A'B’.
Udowodnié, ze P(AC) > P(A)P(C).

2.3. Wiadomo, ze jednoczesne zajécie zdarzen A; i Ay pociaga za soba zajécie zdarzenia A. Udowodnié, ze
P(A) > P(A1) + P(As) — 1.

2.4. Udowodnié, ze jezeli A1 AsAs C A, to P(A) > P(A;) + P(As) + P(A3) — 2.

2.5. W wyniku doswiadczenia 2 moga zajsé trzy wzajemnie wylaczajace sie zdarzenia A,, a w wyniku
doswiadczenia B — cztery wzajemnie wylaczajace sie zdarzenia B,,. Dane sa prawdopodobienstwa py.,, =
P(A,Bn):

P11 = 0.01, P21 = 0.027 P31 = 0.07, P12 = 0.027 P22 = 0.04, P32 = 0.157

p13 = 0.03, p23g = 0.08, p33z = 0.20, p14 = 0.04, pa4 = 0.06, p34 = 0.28.
Obliczy¢ P(Ay) i P(By,) dla wszystkich n i m.

2.6. Rzucamy moneta tak dtugo, dopdki nie upadnie ona dwa razy z rzedu ta sama strona. Kazdemu z moz-
liwych wynikow skladajacemu sie z n rzutéw przypisujemy jednakowe prawdopodobienstwo 27". Opisaé
przestrzen zdarzen elementarnych. Znalez¢ prawdopodobienstwa nastepujacych zdarzen: do$wiadczenie za-
konczy sie nie pozniej niz przy szostym rzucie; bedzie potrzeba parzystej liczby rzutéw.

2.7. Rzucamy dwie kostki do gry. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze suma oczek jest liczba
nieparzysta, a B niech oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze chocby na jednej kostce wypadla jedynka.
Opisaé zdarzenia AB, AU B, (AB)’. Znalez¢ ich prawdopodobienstwa przy zalozeniu, ze wszystkie 36 moz-
liwych wynikéw ma jednakowe prawdopodobienstwo.

2.8. Dziecko bawi si¢ dziesiecioma klockami drewnianego alfabetu; na klockach namalowane sg litery A, A, A,
E, K, M, M, T, T,Y. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze utozy ono przypadkowo stowo MATEM ATY K A?

2.9. Na parterze siedmiopietrowego domu wsiadlo do windy pieé¢ oséb. Zakladajac, ze kazda z nich wysiada
na kazdym z pieter z jednakowym prawdopodobienstwem, obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze kazda z pieciu
0s6b wysiadzie na innym pietrze.

2.10. Szescian, ktérego Sciany zostaly pomalowane, rozpilowano na tysiac malych szescianikow o jednakowej
objetosci, a nastepnie wybrano losowo jeden z tych sze$cianéw. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wybrany
szescian bedzie mial dwie Sciany pomalowane?

2.11. Pewien element moze by¢ wykonany zaréwno z materiatu A, jak i z materialtu B. Aby sprawdzié, ktory
material nadaje sie lepiej dla wykonania danego elementu pod wzgledem wytrzymalosci na obciazenia, wyko-
nano n elementéw z kazdego materiatu i poddano je obcigzeniu probnemu. Niech z; (y;) oznacza maksymalne
obciazenie, jakie wytrzymal i—ty (j—ty) element wykonany z materialu A (B). Zakladamy, ze wszystkie z;
oraz y; sa rézne. Zdecydowano opracowaé wyniki eksperymentu postugujac sie metoda Wilcoxona. W tym
celu ustawiono wszystkie x; oraz y; we wspélny ciag wedlug wielkosci i dla kazdego j obliczono nj, réwne
ilosci z—6w poprzedzajacych y;. Okazalo sie, ze Y n; < m. Na podstawie tego wyniku uzasadniono, ze ele-
menty wykonane z materiatu A sa lepsze. Jezeli elementy z obu materialéw sa jednakowo wytrzymale, tzn.
wszystkie ustawienia x oraz y w ciag sa jednakowo prawdopodobne, znalezé prawdopodobienstwo otrzymane;j
nieréwnosci dla n = 4 oraz m = 2.

2.12. Talia kart zawiera 52 karty czterech koloréw, po 13 kart w kazdym. Zal6zmy, ze talia ta jest starannie
przetasowana, tak ze wyciagniecie kazdej karty jest jednakowo prawdopodobne. Wybieramy losowo szes$é
kart. Opisaé przestrzen zdarzen elementarnych oraz

a. obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wsréd wybranych kart znajdzie si¢ krol pik;

b. obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wsréd wybranych kart znajda sie karty wszystkich czterech koloréw;
c. jaka jest najmniejsza ilos¢ kart, ktére nalezy wylosowaé z talii, aby prawdopodobienstwo, ze znajda sie
wsréd nich dwie karty tej samej warto$ci wynosito co najmniej %?
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2.13. n o0séb zasiadto przy okraglym stole rozmieszczajac sie w przypadkowy sposob. Znalezé prawdopodo-
bienstwo, ze

a. dwie ustalone osoby A i B beda siedzialy kolo siebie, przy czym A bedzie siedzial po lewej stronie B;
b. trzy ustalone osoby A, B i C beda siedzialy rzedem, przy czym A siedzi po prawej stronie B, a C po
jego lewej stronie;

c. obliczy¢ te same prawdopodobienstwa w przypadku, gdy n oséb zasiada po jednej stronie prostokatnego
stotu.

2.14. Wybieramy przypadkowo dwie liczby z ciagu 1,2, ..., n. Znalezé prawdopodobienistwo, ze jedna z nich
bedzie mniejsza od k, a druga wieksza od k, gdzie 1 < k < n jest dowolna liczba catkowita.

2.15. Z ciagu liczb 1,2, ..., N wybrano losowo n liczb i ustawiono je w porzadku rosnacym: x1 < o < --- <
Ty. Znalezé prawdopodobienstwo, ze x,, < M. Znalezé granice tego prawdopodobienstwa przy M, N — oo
tak, ze M/N — a > 0.

2.16. Sposréd n loséw loteryjnych jest m wygrywajacych. Jaka szanse wygrania ma posiadacz k loséw?

2.17. W pewnej loterii na sto tysiecy loséw trzy daja wielka wygrana. Obliczy¢

a. prawdopodobienstwo wygrania choéby jednego losu wérdd tysiaca loséw;

b. ile co najmniej nalezy kupi¢ loséw, aby prawdopodobienstwo uzyskania jednej cennej wygranej byto nie
mniejsze niz 0.57

2.18. W partii towaru sktadajacej sie z IV sztuk znajduje sie M sztuk wybrakowanych. Wybieramy losowo
n sztuk, gdzie n < N. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wérdd nich znajdzie sie m sztuk wybrakowanych,
gdzie m < M?

2.19. Niech ¢(n) oznacza ilosé liczb catkowitych dodatnich < n i wzglednie pierwszych z n. Udowodnié, ze

ey =nJ] (1-1),

gdzie iloczyn rozciaga sie na wszystkie liczby pierwsze p, ktére sa dzielnikami n. (Wskazéwka: rozpatrzyé
schemat polegajacy na wyborze losowo jednej z liczb spoérdd 1,2,...,n; obliczyé¢ prawdopodobienstwo, ze
wybrana liczba okaze sie wzglednie pierwsza z n.)

2.20. W szafie znajduje sie n par butéw. Wybieramy z nich losowo 2r butéw (2r < n) Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze wsroéd wybranych butéw nie ma ani jednej pary; znajduje sie dokladnie jedna para; znajduja
sie dokladnie dwie pary.

2.21. Grupe dzieci sktadajaca sie z 2N chlopcéw i 2N dziewczynek podzielono losowo na dwie réwne czesci.
Zmnalez¢ prawdopodobienstwo, ze w kazdej z tych grup znajdzie sie jednakowa ilos¢ chlopcow i dziewczynek.
Znalez¢ przyblizenie dla tego prawdopodobienstwa uzywajac wzoru Stirlinga: n! & n"e™"v/27mn.

2.22. W urnie znajduje sie n biatych i m czarnych kul, gdzie m < n. Wyjmujemy kolejno bez zwracania kule
z urny. Niech M (k) oznacza ilo$¢ kul czarnych wyjetych w pierwszych k ciagnieniach i niech N(k) oznacza
iloé¢ kul bialych wydobytych w k pierwszych ciagnieniach. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze dla wszystkich
k=1,2,...,n+m bedzie M (k) < N(k).

2.23. Zadanie Banacha. Pewien matematyk nosi przy sobie dwa pudelka zapalek. Ilekro¢ chce on zapalié
papierosa, wydobywa jedno pudetko losowo z kieszeni. Znalez¢é prawdopodobienstwo, ze w chwili gdy po raz
pierwszy wydobedzie on puste pudetko, drugie pudetko bedzie zawieralo r zapalek (r =0,1,2,...,n; n jest
tu ilodcia zapalek, ktére na poczatku znajdowaly sie w kazdym z pudelek).

2.24. Kazda z n paleczek zostala zlamana na dwie czesci — dluga i krotka, po czym wszystkie 2n kawalkow
polaczono w n par, z ktérych kazda tworzy nowa ,paleczke”. Obliczyé prawdopodobienstwo, ze wszystkie
pateczki polaczono w porzadku pierwotnym; wszystkie czesci dtugie polaczono z krétkimi.

2.25. Udowodnié, ze jest bardziej prawdopodobne otrzymanie choéby jednej jedynki przy jednoczesnym
rzucie czterech kostek niz otrzymanie choéby dwéch jedynek przy 24 rzutach para kostek (odpowiedZ znana
jest jako tzw. paradoks kawalera de Méré, ktéry bedac graczem uwazal, ze oba te prawdopodobienstwa sa
réwne, 1 winil matematykéw za swoje przegrane).
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2.26. Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze przy rozdaniu 52 kart czterem graczom pierwszy z nich otrzyma
doktadnie m par ,as—krél w jednym kolorze”.

2.27. W pewnych obszarach Rosji istnial niegdys nastepujacy ludowy zwyczaj: dziewczyna trzyma w rece
szesé zdzbel trawy tak, aby ich konce sterczaly z obu stron dloni; jej przyjaciétka wiaze te konce parami,
oddzielnie po obu stronach dloni. Jezeli przy tym wszystkie szeé¢ zdzbel utworzy pierécien, ma to wrdzyc¢,
ze wyjdzie ona w danym roku za maz.

a. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze zdzbla przy losowym wiazaniu koncéw utworza jeden pierscien.

b. Rozwiazaé to samo zadanie dla przypadku 2n zdzbet.



