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Prawdopodobienistwo geometryczne

3.1. Na kulce narysowano siatke wspotrzednych geograficznych. Rzucamy te kulke na plaszczyzne. Zakla-
damy, ze wypadniecie obszaréw o jednakowych powierzchniach sa jednakowo prawdopodobne. Obliczy¢ praw-
dopodobienstwa, ze

a. kulka dotyka ptaszczyzny punktem, ktéry znajduje sie w obszarze miedzy 0° 1 90° dtugoéci wschodniej;
b. kulka dotyka plaszczyzny punktem znajdujacym sie w obszarze miedzy 45° i 90° szerokosci p6inocnej;
c. mniejszy z tukow wielkiego kola taczacego punkt stycznosci z biegunem péinocnym bedzie mniejszy od «.

3.2. Wewnatrz kota o promieniu R wybrano losowo jeden punkt. Zakladamy, ze prawdopodobienstwo wy-
brania punktu z danego obszaru wewnatrz kola jest proporcjonalne do pola tego obszaru. Obliczyé¢ prawdo-
podobienstwo, ze

a. wybrany punkt znajduje sie w odleglosci mniejszej niz r (r < R) od $rodka kotla;

b. mniejszy z katow zawarty miedzy danym kierunkiem i prosta taczaca wybrany punkt z poczatkiem
wspoélrzednych nie przekracza «.

3.3. Na obwodzie kota o jednostkowym promieniu i srodku na poczatku ukladu wybieramy losowo jeden
punkt. Prawdopodobienstwo wyboru punktu na danym tuku obwodu zalezy jedynie od dlugosci tego tuku
i jest do niej proporcjonalne. Znalezé prawdopodobienstwo, ze

a. rzut wybranego punktu na $rednice (0$ odcietych) znajduje sie w odlegtosci nie przekraczajacej r (1 < 1)
od poczatku uktadu;

b. odleglo$é od wybranego punktu od punktu (1,0) nie przekracza r.

3.4. W kwadrat o wierzchotkach (0,0), (0, 1), (1,0) i (1,1) rzucamy losowo punkt. Niech (£,7) oznacza jego
wspoélrzedne. Zaktadamy, ze prawdopodobienstwo wpadniecia punktu w dany obszar wewnatrz kwadratu
zalezy tylko od powierzchni tego obszaru i jest do niej proporcjonalne.

a. Udowodnié, ze dla 0 < z,y < 1 zachodzi P{{ < x,n <y} = P{{ < z}P{n <y} ==xy.

b. Dla0 < z < 1znalezé P{|{—n| < 2}, P{¢n < 2}, P{min(§,n) < z}, P{max(§,n) < z}, P{1(¢+n) < z}.
c. Obliczyé¢ prawdopodobienstwo, ze pierwiastki réwnania z2 + £z 4+ 1 = 0 bedg rzeczywiste; zespolone.

d. Niech 02 = €2 +n?ip = arctan ¢. Znalez¢ laczny rozklad o i ¢, tzn. dla wszystkich z i y znalezé
prawdopodobiefistwa P{{o < z},{p < y}}.

3.5. Na plaszczyznie narysowano szereg rownoleglych prostych w odleglosci 2a od siebie. Rzucamy moneta
o promieniu r < a. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze moneta nie przetnie zadnej z prostych.

3.6. Na nieskonczona szachownice o boku pola réwnym a rzucamy moneta o Srednicy 2r < a. Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze

a. moneta wpadnie catkowicie we wnetrze jednego z pdl;

b. moneta przetnie sie z co najwyzej jednym bokiem pola szachownicy.

3.7. W trojkat prostokatny ABC o przyprostokatnych AB =1, BC' = k rzucamy losowo punkt M. Znalezé
taczny rozktad dlugosci h prostopadlej z punktu M na bok AB i kata « = <M AB (tzn. dla wszystkich x
i y znalezé prawdopodobienstwo, ze jednoczesnie otrzymamy {h < 2} i {a < y}.

3.8. Na plaskiej rozpostartej cynfolii znajduje si¢ punktowe zrédto promieniowania radioaktywnego, dziata-
jace z jednakowym natezeniem we wszystkich kierunkach przestrzeni. Jezeli réwnolegle do folii w jednostko-
wej odleglodci od niej ustawié¢ ekran, to mozna na nim bedzie zaobserwowaé punkty wywotane uderzeniami
wypromieniowanych czastek. Obliczyé prawdopodobienistwo, ze kolejny punkt pojawi sie w czesci ekranu
polozonej wewnatrz kota o promieniu R i érodku nad Zrédlem promieniowania.

3.9. Dwie osoby uméwily sie na spotkanie miedzy godzina 10 a 11, przy czym czekaja na siebie wzajemnie
nie dtuzej niz 10 minut. Zaktadajac, ze moment przybycia na spotkanie kazdej z oséb jest losowy, wyznaczy¢
prawdopodobienistwo tego, ze spotkanie dojdzie do skutku.

3.10. Na odcinku dtugosci I wybierane sg losowo dwa punkty. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze z powstalych
trzech odcinkéw mozna bedzie zbudowaé tréjkat.
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3.11. Zdanie Buffona Na plaszczyznie narysowane sa proste réwnolegte w odlegloéci a od siebie. Na plasz-
czyzne rzucana jest losowo igta o dlugosci 2r < a. Pod pojeciem ,losowo” nalezy rozumieé, ze $rodek igly
pada losowo na prosta prostopadla do narysowanej siatki i ze kat ¢ miedzy igla i narysowanymi prostymi
ma rozklad jednostajny, przy czym kat ¢ miedzy igla i potozenie Srodka igly sa niezalezne. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze igla przetnie jedna z narysowanych prostych.

3.12. Zdanie Bertranda Na okregu o promieniu r wybiera si¢ losowo dwa punkty i taczy je cieciwa. Jakie
jest prawdopodobienstwo tego, ze dlugoéé cieciwy bedzie mniejsza niz r+/3.

3.13. Na odcinku [—1, 1] wybiera sie losowo dwa punkty o wspélrzednych p i q. Jakie jest prawdopodobien-
stwo tego, ze réwnanie kwadratowe 22 + px + ¢ = 0 bedzie mieé¢ rozwiazania rzeczywiste.

3.14. W okrag wpisany jest kwadrat. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze losowo rzucony w okrag punkt
trafi w kwadrat.

3.15. Odcinek o dtugosci a; + a2 podzielony jest na dwie czesci o dlugosciach a; i a2 odpowiednio. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze doktadnie m sposréd n punktow losowo rzuconych na ten odcinek trafi w czeéé
o dlugosci a;.

3.16. Na plaszczyznie narysowana jest szachownica o prostokatnych polach z bokami a i b. Znalezé prawdo-
podobienistwo tego, ze losowo rzucona na te szachownice iglta o dlugosci 2r (2r < a4+ b — /(a + b)? — 7ab)
przetnie co najmniej jeden z bokéw ktoregos prostokata.

3.17. W kule o promieniu R wrzuca sie losowo N punktéw. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze odleglosé
od srodka kuli do najblizszego punktu bedzie mniejsza niz a, 0 < a < R. Obliczy¢ granice tego prawdopodo-
bienstwa, gdy R — oo i % — %m\. (Zadanie pochodzi z astronomii; w otoczeniu Stofica A = 0.0063, jezeli
R mierzy¢ w parsekach.)

3.18. Na okregu wybiera sie losowo trzy punkty A, B, C. Obliczyé¢ prawdopodobienstwo, ze tréjkat ABC
bedzie ostrokatny.

3.19. Tarcza strzelecka o promieniu R podzielona jest na trzy koncentryczne pierscienie o promieniach
Ry < Ry < R zatrafienie w ktére zdobywa si¢ odpowiednio 1, 2 oraz 3 punkty. Jakie jest prawdopodobienistwo
zdobycia dwéch punktéw przy jednym strzale (zakladamy, ze strzal trafia w tarcze).

3.20. W kwadracie wybieramy losowo dwa punkty A i B. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze okrag o $rednicy
AB calkowicie lezy w kwadracie.



