Zadania z rachunku prawdopodobieristwa, czes¢ 5
Rozktady skokowe

5.1. Dwoch ludzi rzuca kolejno moneta. Wygrywa ten, kto pierwszy wyrzuci orta, Opisaé¢ przestrzen zdarzen
elementarnych. Obliczy¢ prawdopodobienstwo py, ze gra skoniczy sie przy k—tym rzucie. Ile razy wigksze
szanse wygrania ma gracz zaczynajacy?

5.2. W partii nici bawelnianych znajduje si¢ okoto 20% krétkich witdkien. Jakie jest prawdopodobienstwo
nie znalezienia ani jednego krétkiego widkna przy losowym wyborze n widkien?

5.3. W przedzy zmieszano w réwnych ilosciach widkna biate i kolorowe. Jakie jest prawdopodobienstwo
znalezienia mniej niz dwoch kolorowych widkien wsrdd pieciu losowo wybranych?

5.4. Dwoch strzelcow o jednakowych umiejetnosciach strzela kolejno do tarczy. Kazdy z nich ma prawo
strzeli¢ co najwyzej dwa razy. Strzelec, ktéry pierwszy trafi w cel otrzymuje nagrode.

a. Jezeli prawdopodobienstwo trafienia w cel przy pojedynczym strzale wynosi p = 0.5, to czy jest bardziej
prawdopodobne, ze strzelcy otrzymaja nagrode, czy tez, ze nikt jej nie otrzyma?

b. Jaki jest stosunek prawdopodobienstw otrzymania nagrody dla obu strzelcow, jezeli p = 0.57 Czemu
rowna sie ten stosunek, jezeli ilo$¢ strzaléw nie jest ograniczona?

5.5. Co jest bardziej prawdopodobne: wygra¢ z rownorzednym przeciwnikiem
a. trzy partie z czterech, czy pie¢ z o$miu;

b. co najmniej trzy partie z czterech, co najmniej czy pieé z odmiu;

c. co najwyzej n partii z 2n, czy wiecej niz n sposréd 2n;

d. nie wiecej niz n partii z 2n + 1, czy wiecej niz n partii z 2n + 1.

5.6. Zadanie Johna Smitha. W roku 1693 Johnowi Smithowi zadano nastepujace pytanie: czy trzej ludzie,
z ktérych pierwszy chee otrzymaé co najmniej jedna szostke przy szeéciu rzutach kostka, drugi — co najmniej
dwie szostki w dwunastu rzutach, trzeci — co najmniej trzy szostki w osiemnastu rzutach, maja jednakowe
szanse? Zadanie rozwiazal Newton, ktory pokazal, ze pierwszy z tych ludzi ma wigksze niz drugi, a drugi
wigksze niz trzeci. Otrzymaé ten wynik.

5.7. Zakladamy, ze kostka ma s > 2 Scianek, z ktorych kazda ma jednakowe szanse wypadniecia. Oznaczmy
przez g(t,n) prawdopodobienstwo, ze przy t rzutach kostka dana $cianka wypadnie mniej niz n razy. Udo-
wodnié, ze

a. g(sn,n) maleje ze wzrostem s dla ustalonego n;

b. g(sn,n) < 0.5;

c. g(sn,n) — 0.5 dlan — oo.

5.8. Aby oszacowacé ilo$¢ ryb w jeziorze wylawia sie 1000 ryb, oznacza je i wypuszcza z powrotem. Dla jakiej
ilodci ryb w jeziorze prawdopodobienstwo otrzymania wéréd 150 nowo ztowionych ryb 10 oznaczonych bedzie
najwicksze?

5.9. W¢réd klebkéw pewnej partii bawelny znajduje sie 30% kolorowych. Obliczyé¢ prawdopodobiefistwo, ze
wsrod losowo wybranych klebkéw znajduja sie trzy kolorowe; co najwyzej trzy kolorowe.

5.10. Kontrola techniczna bada pewne elementy, z ktérych kazdy niezaleznie od innych moze byé wadliwy
z prawdopodobienstwem p.

a. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze spoéréd 10 zbadanych elementéw tylko jeden bedzie wadliwy.

b. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze pierwszym napotkanym elementem wadliwym bedzie k-ty element
zbadany (k = 3).

c. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze k = 10 kolejnych elementéw nie bedzie miato wad, jezeli wiadomo, ze
poprzednie | = 5 elementéw rowniez nie miato wad. Czy to prawdopodobienstwo zalezy od 7

d. Znalez¢ rozktad ilosci dobrych elementéw zbadanych pomiedzy dwoma kolejnymi znalezionymi elemen-
tami wadliwymi.

5.11. Dwoch ludzi gra w nastepujaca gre: pierwszy z nich kolejno pisze zero lub jedynke, a drugi stara sie
zgadnac co napisal pierwszy. Drugi z graczy spostrzegl, ze pierwszy pisze kolejno cyfry niezaleznie jedna od
drugiej i ze prawdopodobienistwo napisania prze niego zera wynosi p = 0.6. Jak powinna wygladac strategia
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drugiego gracza, tzn. z jakim prawdopodobienstwem powinien on nazywac kolejne liczby, aby osiagna¢ moz-
liwie najwigksza liczbe odgadnie¢? Obliczy¢ rozklad ilosci liczb odgadnietych pomiedzy dwoma kolejnymi
liczbami nieodgadnietymi przy zalozeniu, ze drugi gracz wymienia zero w prawdopodobienstwem ¢ = 0.5
niezaleznie od wynikéw poprzednich odgadnieé.

5.12. Na odcinek AB rzucamy losowo pie¢ punktéw, niezaleznie jeden od drugiego. Prawdopodobienistwo,
ze punkt wpadnie w dang cze$¢ odcinka zalezy jedynie od dlugosci tej czesci i jest do niej proporcjonalne.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze

a. dwa punkty znajda siec w odleglo$ci mniejszej niz b od punktu A, a trzy w odlegloéci wigkszej niz b;

b. dwa punkty znajda sie w odlegtoéci mniejszej niz a od punktu A, jeden w odleglosci a < r < b od punktu
A, dwa w odleglosci wiekszej niz b od punktu A.

5.13. W kolo wpisano kwadrat.

a. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo rzucony na koto punkt znajdzie sie wewnatrz kwadratu?

b. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze sposréd 10 niezaleznie od siebie losowo rzuconych na to koto punktow
cztery znajda sie¢ wewnatrz kwadratu, trzy w jednym z odcietych bokiem kwadratu kawatkéw kota, a trzy
w pozostalych trzech odcietych kawatkach tarczy kota?

5.14. Prawdopodobienstwo, ze zamaskowany przeciwnik znajduje sie w ostrzeliwanym obszarze wynosi 0.3;
prawdopodobienistwo trafienia w ten obszar przy kazdym pojedynczym strzale wynosi 0.2. Dla unieszko-
dliwienia przeciwnika wystarcza jedno trafienie. Jak jest szansa unieszkodliwienia przeciwnika przy dwoch
strzatach? przy dziesieciu strzatach?

5.15. Dwa kluby sportowe A i B wystawiaja kazdy po trzy druzyny. Prawdopodobienstwo zwyciestwa druzyn
klubu A na odpowiednimi druzynami klubu B wynosza odpowiednio 0.8 dla pierwszych druzyn, 0.4 dla
drugich i 0.4 dla trzecich druzyn. Dla wygrania meczu potrzeba zwyciestw co najmniej dwoch druzyn. Ktory
z klubéw ma wieksze szanse wygrania meczu?

5.16. Dwaj szachiéci A i B decyduja sie rozegra¢ mecz na nastepujacych warunkach: A musi dla zwyciestwa
zdobyé 12 punktéw (1 punkt za kazda wygrana partie), a B dla zwyciestwa musi zdobyé 6 punktéw, przy
czym partii remisowych nie uwzglednia sie. Zazwyczaj A wygrywa z B dwa razy czesciej niz B z A, jezeli
rozpatrywac tylko partie, ktére nie skoniczyty sie remisem, tak ze prawdopodobienistwo wygrania przez niego
partii mozna przyjac¢ za réwne % Z pewnych wzgledéw konieczne bylo przerwanie meczu w momencie, gdy
A mial juz 8 punktéw, a B — 4 punkty. Postanowiono przyznaé¢ zwyciestwo graczowi, ktéry ma wieksze
szanse wygrania cato$ci meczu. Ktory z graczy wygrat?

5.17. Niech Aj oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze przy sprawdzaniu k elementéw podlegajacych
kontroli nie znaleziono ani jednej sztuki wadliwej. Wiadomo, ze dla dowolnych catkowitych kil > 0 jest

P(Apy|Ax) = P(A1),  przy czym  P(4;) =1—g¢.

Znalezé P(Ay). Obliczy¢ tez prawdopodobienstwo, ze iloéé sztuk dobrych zbadanych az do chwili znalezienia
pierwszej sztuki wadliwej wynosi [.

5.18. Urna zawiera jedna kule biala i jedna kule czarna. Przeprowadzamy kolejne ciagnienie, za kazdym
razem zwracajac wyciagnieta kule do urny. Iloéé losowan jest nieograniczona.

a. Jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania choéby raz biatej kuli, jezeli za kazdym razem, gdy wyciagamy
kule czarna, doktadamy do urny jeszcze a kul czarnych?

b. Jakie jest prawdopodobienstwo wyciagniecia choéby raz dwukrotnie z rzedu bialej kuli, jezeli po kazdej
kuli czarnej dokladamy do urny jeszcze jedna kule czarna?

c. Jakie jest prawdopodobienstwo wyciagniecia cho¢by raz dwukrotnie z rzedu bialej kuli, jezeli po kazdej
kuli czarnej doktadamy do urny jeszcze dwie kule czarne?

5.19. Uzywajac argumentow probabilistycznych sprawdzié¢ nastepujace tozsamosci, w ktérych N > n > 1:
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