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Prawdopodobienistwo catkowite

6.1. Sposérdod 64 pél szachownicy wybieramy losowo dwa rézne pola i ustawiamy na nich dwie jednakowe
figury: bialg i czarna. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze figury te nie beda zagrazaé sobie wzajemnie, jezeli
ustawiono

a. dwa hetmany;

b. dwa gonce;

c. dwa skoczki;

d. dwie wieze.

6.2. Z urny zawierajacej trzy kule biale i dwie kule czarne przelozono dwie wyciagniete losowo kule do
urny zawierajacej cztery bialte i cztery czarne kule. Obliczy¢ prawdopodobienstwo wyciagniecia biatej kuli z
drugiej urny.

6.3. W trzech urnach znajduja biale i czarne kule. W pierwszej z nich sa dwie kule biate i trzy czarne,
w drugiej dwie biate i dwie carne, a w trzeciej trzy biale i jedna czarna. Przekltadamy wylosowana kule z
pierwszej urny do drugiej, a nastepnie losowo wybrana kule z drugiej urny do trzeciej. Wreszcie wybranag
losowo kule przektadamy z urny trzeciej do pierwszej.

a. Jaki sktad pierwszej urny jest najbardziej prawdopodobny?

b. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze sktad wszystkich trzech urn pozostanie niezmieniony.

6.4. Pewien Student nie zna odpowiedzi na niektére z pytan na kartkach egzaminacyjnych. W jakim przy-
padku szansa wyciagniecia przez niego kartki z pytaniem, na ktére nie zna odpowiedzi bedzie najmniejsza:
jezeli losuje pierwszy, czy jezeli losuje ostatni.

6.5. Prawdopodobienstwo, ze wyroby pewnej fabryki spelniaja wymagane normy wynosi 0.96. Zakladamy
uproszczony system sprawdzania, ktory daje rezultat dodatni z prawdopodobienstwem 0.98 dla sztuk dobrych
i z prawdopodobienstwem 0.05 dla sztuk wadliwych. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze sztuka uznana za
dobrg przez kontrole rzeczywiscie spelnia wymagania normy?

6.6. Zal6zmy, ze prawdopodobienstwo trafienia w cel przy pojedynczym strzale wynosi p, a prawdopodo-
biefistwo zniszczenia celu przy k > 1 trafieniach wynosi 1 — ¢¥. Jakie jest prawdopodobienstwo zniszczenia
celu, jezeli oddano n strzatéw.

6.7. W partii towaru ztozonej z N sztuk znajduje sie M < N wadliwych. Wybrano losowo n < N sztuk, ktére
poddano pobieznej kontroli. Kontrola ta moze popelnié bledy: z prawdopodobienstwem p moze si¢ zdarzyc¢,
ze wadliwa sztuke uzna si¢ za ,dobra’, a z prawdopodobienstwem ¢ dobra sztuke uzna si¢ za ,wadliwa”.
Obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze m sztuk zostanie uznanych za wadliwe.

6.8. Niech X bedzie zmienna losows przyjmujaca wartosci calkowite, przy czym X = k z prawdopodobien-

stwem %e”‘, gdzie k = 0,1,2,... Do$wiadczenie polega na tym, ze na odcinek [0, 1] rzucamy losowo X
punktéw. Oznaczmy przez X; ilo$¢ punktdéw, ktére znajda sie w odcinku [(i —1)/n,i/n], gdziet = 1,2,...,n.

Udowodni¢, ze dla A = n zmienne losowe X; sa niezalezne.

6.9. Przypusémy, ze pewien owad sklada k jajeczek z prawdopodobienstwem %ke_’\, a kazde z jajeczek
wylega sie z prawdopodobienstwem p. Zakladajac wzajemna niezaleznosé¢ wylegania sie jaj znalezé prawdo-

podobienstwo, ze ilos¢ potomkoéw danego owada wyniesie doktadnie {.

6.10. Doswiadczenie 2 moze da¢ w wyniku M wylaczajacych si¢ rezultatéw A,,, a do$wiadczenie B — N
wylaczajacych sie¢ wynikéw B,,. Udowodnié, ze prawdopodobienistwo warunkowe P (B, |A,,) mozna wyrazié
przez prawdopodobienstwa P(A,,|B,) 1 P(B,) w nastepujacy sposéb:
P(Am|Bn)P(By)
P(Bn|Am) = —=x .
> k=1 P(Am|Br)P(Bx)

Wzér ten znany jest pod nazwa wzoru Bayesa.

6.11. Z urny zawierajacej m > 3 kul bialych i n kul czarnych zgubiono jedng kule nieznanego koloru. Aby
okredli¢ sktad urny wybrano z niej losowo trzy kule. Znalez¢é prawdopodobienstwo, ze zgubiona kula byla
biala, jezeli wiadomo, ze wszystkie wybrane kule sa biale.
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6.12. Prawdopodobienstwo wylaczajacych sie i wyczerpujacych wszystkie mozliwosci hipotez A1, Ao, ..., Ay
przed nastapieniem zdarzenia B wynosza odpowiednio ag,asq,...,ak, prawdopodobienstwa zdarzenia B
odpowiadajace danym hipotezom wynosza pi,p2,...,pr. Wiadomo, ze w ni niezaleznych doswiadczeniach
zdarzenie b nastapilo m, razy. Wiadomo tez, ze w nastepnej serii zlozonej z ny do$wiadczen zdarzenie B
nastapito w meo razy. Udowodnié¢, nastepujaca wlasnosé wzoru Bayesa:

Prawdopodobienstwo a posteriori hipotez obliczone po drugiej serii doSwiadczen przy przyjeciu jako prawdo-
podobienstwa a priori odpowiednich prawdopodobienstw a posteriori po pierwszej serii do$wiadczen réwne
sa zawsze prawdopodobienstwom a posteriori obliczonym po prostu dla serii n1 +no doswiadczen, w ktérych
zdarzenie B zaszto mq + mo razy.

6.13. Przez kanal lacznosci mozna przekazaé jedna z nastepujacych serii liter: AAAA, BBBB, CCCC,
przy czym odpowiednie prawdopodobienstwa a priori wynosza 0.3, 0.4, 0.3. Wiadomo, ze dzialanie szumdw
zmniejsza prawdopodobienstwo poprawnego odebrania nadanej litery do 0.6, a prawdopodobienstwo odebra-
nia kazdej z dwéch innych liter wynosi po 0.2. Zakladamy, ze litery przekazywane sa niezaleznie od siebie.
Obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze przekazano ciag AAAA, jezeli odebrano ciag ABCA.

6.14. Prawdopodobienstwo, ze czasteczka, ktéra w chwili ¢ = 0 zderzyla si¢ z inna czasteczka i do chwili
t nie ulegla zadnym innym zderzeniom, ulegnie zderzeniu w ciaggu odcinka czasu od t do ¢t + At, wynosi
AAt + o(At). Znalezé prawdopodobienstwo, ze czas wolnego przebiegu (tzn. okres miedzy dwoma kolejnymi
zderzeniami) bedzie wiekszy niz ¢.

6.15. Zakladamy, ze przy rozmnazaniu sie bakterii przez podzial (na dwie bakterie) prawdopodobienstwo
podzialu w ciagu odcinka czasu o dlugosdci At wynosi aAt + o(At) i nie zalezy od ilosci bakterii w koloni ani
od ilosci poprzedzajacych podzialéw. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze jezeli w chwili ¢ = 0 kolonia sktada
sie z jednej bakterii, to w chwili ¢ bedzie ona zawieraé ¢ bakterii.

6.16. Zalézmy dodatkowo (do warunkéw poprzedniego zadania), ze w ciagu odcinka czasu o dlugosci At
kazda z bakterii niezaleznie od ogdlnej ilodci bakterii moze umrzeé z prawdopodobiefistwem bAt + o(At).
Wyprowadzi¢ réwnanie rézniczkowe dla funkcji p,.(t), gdzie p,(t) oznacza prawdopodobienstwo, ze w chwili
t kolonia ma r bakterii.

6.17. Do przewodu elektrycznego podtaczono n urzadzen. Prawdopodobienstwo, ze urzadzenie, ktére w chwili
t uzywalo energie elektryczna przestanie jej uzywaé do chwili ¢t + At wynosi aAt 4+ 0(At). Jezeli w chwili
t urzadzenie nie zuzywalo energii, to prawdopodobienstwo, ze zacznie jej uzywaé¢ do chwili ¢ + At wynosi
BAt + 0(At), niezaleznie od pracy innych urzadzen. Ulozyé réwnanie rézniczkowe dla funkeji P.(t), gdzie
P,.(t) oznacza prawdopodobienstwo, ze w chwili ¢ dokladnie r urzadzen zuzywa energie elektryczna. Znalezé
stacjonarne rozwiazanie tego ukladu réwnan.

6.18. Dwaj gracze A i B posiadajacy poczatkowo kapitaly odpowiednio a i b graja w gre hazardowa skla-
dajaca sie z oddzielnych partii. W kazdej z partii pierwszy z graczy wygrywa z prawdopodobienstwem 0.5
i przegrywa z prawdopodobienstwem 0.5. Wyplata odbywa si¢ po kazdej partii i wynosi 1, przy czym gra
toczy sie tak dlugo, az jeden z graczy nie zostanie zruinowany. Obliczy¢ prawdopodobienstwo ruiny drugiego
gracza.

Rozwiazaé to zadanie w przypadku, gdy pierwszy gracz wygrywa z prawdopodobienstwem p > 0.5 i przegrywa
z prawdopodobienstwem g = 1 — p.

6.19. Znalez¢é liczbe § o tej wlasnoéci, zeby przy rzucaniu kostka do gry prawdopodobienstwo zdarzenia A
polegajacego na wyrzuceniu serii trzech kolejnych jedynek przed serig 3 kolejnych nie-jedynek byto w przybli-
zeniu réwne 0.5. (Wskazéwka. Wprowadzié¢ prawdopodobienstwa warunkowe u i v zdarzenia A przy warunku,
ze wynikiem pierwszego rzutu byly odpowiednio jedynak i nie-jedynka. Uzywajac wzoru na prawdopodo-
biefistwo calkowite ulozyé réwnanie wiazace u i v.)

6.20. Rozpatrzmy ciag niezaleznych doswiadczen, z ktérych kazde moze daé trzy mozliwe wyniki A, B, C
z odpowiednimi prawdopodobiefistwami p, ¢ r (p + ¢ + r = 1). Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze

a. seria wynikow A o dlugosci « pojawi sie wezeéniej niz seria wynikow B o dhugosci S3;

b. seria wynikéw A o dlugosci o pojawi sie wezesniej niz seria wynikow B o dlugosci 8 lub seria wynikéw
C o dtugosci 7.



