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Wartos$é oczekiwana i wariancja

7.1. Dwéch ludzi rzuca kolejno moneta. Wygrywa ten, kto pierwszy wyrzuci orta, Opisaé przestrzen zdarzen
elementarnych. Obliczy¢ prawdopodobienstwo py, ze gra skonczy si¢ przy k—tym rzucie. Obliczy¢ wartosé
oczekiwang i wariancje ilosci rzutéw moneta.

7.2. Zmienne losowe X i Y sa niezalezne, przy czym EX = 2, D?X = 1, EY = 1, D?Y = 4. Znalez¢
wartos$¢ oczekiwang i wariancje

a. Z1=X-2Y;

b. Z;=2X-Y.

7.3. Zaldézmy, ze jeziorze jest 15000 ryb, z ktérych 1000 byto zaobraczkowanych. Wylowiono z jeziora 100
ryb. Znalez¢ wartosé oczekiwang iloéci ryb znaczonych wéréd polowu.

7.4. Dla rzutu n kostkami do gry wyznaczy¢ wartos¢ oczekiwang, wariancje i moment rzedu trzeciego sumy
oczek na wszystkich kostkach.

7.5. Wiadciciel miesiecznego biletu kolejowego wychodzi zazwyczaj z domu miedzy godzing 73° a 8°° rano;
dojscie do stacji zajmuje mu od 20 do 30 minut. Zakladamy, ze moment wyjscia z domu i czas zuzyty na
dojscie do stacji sa zmiennymi losowymi niezaleznymi o rozktadzie jednostajnym w odpowiednich przedzia-
tach. Sa dwa pociagi, ktérymi moze on dojechaé¢ do pracy: jeden o 8%, ktéry jedzie 35 minut, i drugi o 822,
ktory jedzie 30 minut. Zakladajac, ze pojedzie on jednym z tych pociagéw, wyznaczy¢ wartoéé¢ oczekiwang
czasu jego przyjazdu na stacje przeznaczenia. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze spdzni sie na oba pociagi?

7.6. Kontrola techniczna bada pewne elementy, z ktorych kazdy niezaleznie od innych moze by¢ wadliwy
z prawdopodobienistwem p. Znalezé wartos¢ oczekiwana i wariancje iloéci sztuk wadliwych wsréd n kontrolo-
wanych. Znalez¢é warto$é oczekiwang iloéci sztuk dobrych pomiedzy dwoma kolejnymi sztukami wadliwymi.

7.7. Rzucamy dwie kostki do gry. Znalezé warto$¢ oczekiwang sumy oczek, jezeli wiadomo, ze wypadly dwie
jednakowe Scianki.

7.8. Srednicg kola zmierzono w przyblizeniu. Zaktadajac, ze wynik pomiaru ma rozklad jednostajny na
odcinku [a, b], znaleZ¢ rozklad prawdopodobienstwa otrzymanej powierzchni kota, jej $rednig i wariancje.

7.9. Gestos¢ rozkltadu wartosci bezwzglednej predkoéci ruchu czasteczek ma postaé
p(s) = 4/a3n—1s2 exp(—as?)

(wielko$¢é a mozna wyrazié przez temperature gazu i mase rozwazanej czasteczki: a = m/2kT, gdzie k jest
stala Boltzmana).

a. Znalezé érednig dlugos$é drogi przebytej przez czasteczke w jednostce czasu (oczekiwany przebieg cza-
steczki).

b. Znalez¢ wartosé oczekiwana energii kinetycznej czasteczki (tzn. ,energie Srednia” czasteczki).

7.10. Wiadomo, ze prawdopodobienstwo rozstrojenia sie lampy elektronowej, ktéra przepracowata juz x dni,
wynosi 0.003A + o(A) dla nastepnych A dni, niezaleznie od z (przypominamy, ze symbol o(A) oznacza
wielko$é¢ zmierzajaca do zera, gdy A — 0). Po roku lampe wymienia si¢ nawet jezeli nie ulegnie ona jeszcze
rozstrojeniu. Znalez¢ warto$¢ oczekiwana dlugosci pracy lampy.

7.11. Dwuwymiarowy rozktad pary zmiennych losowych X i Y przyjmujacych wartosci catkowite dany jest
za, pomocy tablicy

| X=0 X=1 X=2 X=3 X=4 X=5
0 0.0l 005 012 0.02 000 0.01
1 0.02 000 001 005 002 0.02
2 0.00 005 010 0.00 030 0.05
3 0.0l 000 002 001 003 0.10
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Obliczyé¢

P{X =2]Y =3}, E(X|Y =1), E(X+Y), E(X?|Y <1), P{X+Y <5]Y <2}, E(XY|Y <1).
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7.12. Udowodni¢, ze jezeli X1, Xo,..., X, sa niezalezne, maja jednakowy rozklad i przyjmuja jedynie war-
tosci dodatnie, to

X1+ Xo+- -+ Xy k
— 5 dlak<n
<X1+X2+"'+Xn)

n
7.13. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci calkowite dodatnie. Udowodnié, ze

EX=Y P{X=m}, D’X=2)» mP{X=m}—-EX(EX+1).

7.14. Niech D?(X|A) = E((_X — B(X|A))?|A). Pokazaé, o D2(X|A) = E(X — EX)?|A)— (B(X|A)— EX)?.

7.15. Zalézmy, ze zmienna losowa X przyjmuje z prawdopodobienstwem p; wartos¢ te sama co zmienna X,
i niech EX; = m;. Udowodnié, ze
D?*X = ZkaQXk + D?p,
k
gdzie p przyjmuje wartosci m; z prawdopodobienstwem p;.

7.16. Znalez¢é wartosé oczekiwang i wariancje iloczynu dwoéch niezaleznych losowych X i Y o rozkladach
jednostajnych: X na odcinku [0,1], a Y na odcinku [1, 3].

7.17. Udowodnié, ze jezeli X i Y sa niezalezne, to
D*(XY) = D*XD?*Y + (EX)?D?*Y + (EY)?D?*X, tzn. D*(XY)> D?*XD?.

7.18. Niech X1, X5, ..., X, 41 bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie,
z ktérych kazda przyjmuje z prawdopodobienstwem p wartos¢ 1 i z prawdopodobienstwem 1 — p warto$é 0.
Niech Y; = 0, jezeli X;+ X1 jest liczba parzysta, iY; = 1, jezeli X; + X;11 = 1. Znalezé wartos$¢ oczekiwana
i wariancje zmiennej losowej Z = > | Y;.

7.19. Wielka ilo$¢ N ludzi podlega badaniom krwi. Badanie to mozna przeprowadzi¢ dwoma sposobami.

1. Krew kazdego osobnika bada si¢ oddzielnie; w tym przypadku potrzeba N analiz;

2. Krew k osobnikdéw miesza si¢ razem i analizuje sie otrzymana mieszanine. Jezeli wynik tej analizy jest
ujemny, to wystarcza ona dla k ludzi. Jezeli wynik jest dodatni, to bada si¢ oddzielnie tych k ludzi; w tym
przypadku potrzeba k + 1 analiz. Zakladamy, ze prawdopodobienistwo dodatniego wyniku analizy jest takie
samo dla wszystkich osobnikéw i ze wyniki analiz sa wzajemnie niezalezne w sensie probabilistycznym.

a. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wynik analizy mieszanki krwi k£ osobnikéw bedzie dodatni.

b. Obliczy¢ warto$é¢ oczekiwang ilosci X analiz dla drugiej metody.

c. Dla jakiej wartosci k wartos¢ oczekiwana ilosci niezbednych analiz osiaga minimum?

7.20. Miasto zostalo podzielone na n kwadratéw, przy czym w n; sposréd nich mieszka x; mieszkancow
(ny +ng + -+ =n). Niech m = Y, "

j=1
2
. n;xT- . . s . .
oraz niech o2 = 5 ?:1 —L — m?. Za pomoca losowania bez zwracania wybrano r kwadratéw i w kazdym

z nich obliczono ilos¢ mieszkancéw. Oznaczmy przez X1, Xo, ..., X, odpowiednie wyniki. Udowodni¢, ze
a. E(Xi+Xo+ -+ X,)=mr.

2
b. D*( X1+ Xo+ -+ X,) =

oznacza $rednia ilos¢ mieszkancow przypadajacych na kwadrat

o’r(n —r)

n—1
7.21. Tlo$¢ mieszkancéw miasta ocenia sie za pomocg nastepujacego schematu podwdjnego losowania. Miasto
dzieli si¢ na n rejondw; ilosé¢ kwadratéw w j—tym rejonie jest znana i wynosinj, tak ze n = > n; jest caltkowita
iloécia kwadratow w miescie. Nieznana ilos¢ mieszkancéw w k—tym kwadracie j—tego rejonu oznaczmy przez
xji (tak ze x; = Y x5 jest iloScig mieszkancéw j—tego rejonu, a x = Y x; jest ilodcig mieszkancéw miasta).
7 j—tego rejonu wybieramy losowo r; kwadratéw i obliczamy iloé¢ ludzi w kazdym z nich. Niech X, oznacza
ilogé ludzi w k—tym sposréd wybranych kwadratéw z j—tego rejonu. Woéwcezas X; = > X, jest laczna ilodcig
ludzi mieszkajacych w wybranych kwadratach j—tego rejonu. Niech X = Zj :—ij. Udowodnié¢, stosujac
wyniki poprzedniego zadania, ze
a. FX =u;
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