Zadania z rachunku prawdopodobienistwa, czes¢ 10
Nieré6wnosé Czebyszewa

10.1. Niech X bedzie zmienng losowa o skoniczonej wariancji. Udowodnié nieréwnosé Czebyszewa:

D?X

P{X - EX| > e} < —~.

10.2. Niech X bedzie dowolna zmienna losowa, przy czym EX = 0, D?X = ¢2; niech F(z) bedzie dystry-
buanta zmiennej losowej X. Udowodnié, ze dla < 0 mamy F(z) > 22/(0? + 2?). Pokazaé¢ na przykladzie,
ze w pewnych przypadkach nieréwnosci te moga by¢ réwnoéciami.

10.3. Jezeli ograniczy¢ si¢ do pewnych klas rozktadow, to udaje si¢ niekiedy wzmocnié¢ nieréwnoéé Czeby-
szewa. | tak w 1821 roku Gauss udowodnil, ze dla jednomodalnych rozkladéw typu ciaglego, tzn. takich
rozkladéw, ktérych gestosé ma dokladnie jedno maksimum, dla dowolnego € > 0 mamy

4
P{X —xg| > et} < —,
{1X =20l 2 e7} <
gdzie o jest wartoscia modalng, a 72 = D2X + (w9 — EX)? jest drugim momentem wzgledem wartosci
modalnej. Jezeli postuzy¢ sie miara asymetrii
- EX — i)
vVD2X '
wprowadzona przez K. Pearsona, to z poprzedniej nier6wnosci wynika, ze dla |g| > s

P{|X — EX| > eVD?X} < 94((;_7?7))2.

Udowodnié obie te nieréwnosci.
Wskazéwka. Pokazaé najpierw, ze jezeli g(z) jest funkcja nierosnaca dla z > 0, to dla dowolnego & > 0
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52/ g(x)dx < —/ x?g(x)da.
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10.4. Uogdlnienie nieréwnosci Czebyszewa.

a. Udowodnié, ze jezeli zmienna losowa X ma te wlasnoéé, ze istnieje Ee®X (a > 0 jest stala), to

aX
P{X >¢} <

eac

b. Niech f(z) > 0 bedzie funkcja niemalejaca. Udowodnié, ze jezeli istnieje Ef(|X — EX]|), to

Ef(X - EX])

P{IX - EX[Z>¢} < 7@



