Zadania z rachunku prawdopodobieristwa, czes¢ 11

Funkcje zmiennych losowych

11.1. Niech X i Y beda niezalezne, przy czym
P{X=0}=P{X=1}=05 oraz P{Y<z}=2z(0<z<1).

Znalez¢ rozklady zmiennych losowych

a. Z1=Y+X;

b. Zo=Y +1X;

c. Z3=YX.

11.2. Znalezé rozklad sumy niezaleznych zmiennych losowych X i Y takich, ze X ma rozktad jednostajny
w przedziale (—h, h), a Y ma dystrybuante F(y).

11.3. Wielko$é Qx(I) = supP{z < X < z + I} nazywamy funkcja koncentracji zmiennej losowej X.

Udowodnié¢, ze dla dowolnego Y niezaleznego od X funkcja koncentracji sumy X + Y spelnia warunek
Qx+v (1) < Qx().

11.4. Udowodnié, ze jezeli zmienna losowa X ma gesto$é px (z), to dla dowolnej zmiennej losowej Y nieza-
leznej od X suma X + Y ma takze funkcje gestosci px 4y (), przy czym pxiy (z) < suppx ().
x

11.5. Niech zmienna losowa X ma rozklad o gestosci px (x). Znalezé funkcje gestosci zmiennych losowych
a. Y =aX + b, gdzie a i b sa rzeczywiste;

b. Y=X1

c. Y =cosX;

d. Y = f(X), gdzie f(x) jest funkcja ciagla i monotoniczna.

11.6. Udowodnié, ze dla dowolnej zmiennej losowej X o ciaglej dystrybuancie F(z) dla 0 < 2 < 1 mamy
P{F(X)<uz}=u.
11.7. Zmienna losowa skokowa X ma rozklad Poissona

A e A

P{X =m}= T

(m=0,1,2,...).

Niech M oznacza Srednig arytmetyczna z N niezaleznych realizacji zmiennej X .

a. Znalez¢ $rednia i wariancje zmiennej M.

b. Znalez¢ rozklad prawdopodobienstwa zmiennej M.

c. Narysowaé¢ wykres dla wynikéw punktu b tego zadania przy A=11i N =3,i N = 10.

11.8. Zmienna losowa X ma rozklad Cauchy’ego dany przez gestosé
c

Niech M bedzie $rednia arytmetyczna N niezaleznych zmiennej X. Znalezé

a. warto$é c;

b. gesto$é rozkladu M;

c. prawdopodobienstwo, ze kazda z dwdch niezaleznych realizacji X bedzie mniejsza od 1.

11.9. Niech px (z), py (y), px+v (2) beda gestodciami zmiennych losowych zmiennych losowych X, Y, X 4+Y.
Udowodnié, ze jezeli X i Y sg niezalezne, to

oo

px+v(2) = /OO px(z —y)py (y)dy = / px (v)py (2 — x)dx.

— 00 — 00
11.10. Gestosé niezaleznych zmiennych losowych X i Y réwna sie
0, r <0,
ae” %, x> 0;
0, 2<0,xz>a,
b. px(z) = py(z) = { 1 0o<z<aq

c. px(z) =py(z) = = exp (—32%).

Wyznaczyé gestosé rozkladu zmiennej losowej Z = X/Y.

a. px(z) =py(z) = {
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11.11. ZnaleZ¢é rozklad iloczynu niezaleznych czynnikéw X i Y majac dane ich dystrybuanty Fi(z) 1 Fa(y).

11.12. Zmienne losowe X1, Xo,..., X, ... sa niezalezne i maja jednakowy rozktad jednostajny w przedziale
[0,1]. Niech Y bedzie zmienng losowa réwna liczbie calkowitej k, dla ktérej po raz pierwszy suma Sy =
X1 4+ Xo + -+ 4+ X} przekracza wartosé 1. Udowodnié, ze EFY = e.

11.13. Dany jest ciag niezaleznych zmiennych losowych {X;} przyjmujacych wartosci 0 i 1 z prawdopodo-
bienstwami 0.5. Znalezé rozklad zmiennej losowej

o0
X

X == ?.

i=1
11.14. Dla przeprowadzenia obliczen tzw. metoda Monte Carlo potrzeba czesto ciagu niezaleznych zmien-
nych losowych o rozkladzie normalnym. W maszynach cyfrowych za pomoca metod teorioliczbowych lub
za pomoca urzadzen fizycznych mozna generowaé ciggi niezaleznych zmiennych losowych X;, Xo,... o roz-
kladzie jednostajnym w przedziale [0, 1]. Mozna pokazaé, ze istnieje taka funkcja ¢ (x), ze zmienne losowe
Y; = ¢¥(X;) maja rozklady normalne. Niewygodnie jest jednakze konstruowaé ciag zmiennych o rozkladzie
normalnym wychodzac z ciagu {X;} i funkeji ¢, gdyz do zapamietania funkeji ¢ potrzeba duzej iloci miejsc
w pamieci maszyny. Zazwyczaj postepuje sie nastepujaco. Rozbija sie ciag {X;} na pary. Z kazdej pary z par
(X, Xi+1) za pomocy przeksztalcenia

p=21X;, z=—-InX;11, r=V2nm, Y; =rcosp, Yir1 =rsinp

otrzymuje sie ciag wzajemnie niezaleznych zmiennych o rozkladzie normalnym. W zwiazku z tym pojawiaja
sie nastepujace zagadnienia:

a. znalezé funkcje ¥;

b. pokazaé, ze z ma rozkltad wyktadniczy;

c. pokazaé, ze Y; i Y;41 sa niezalezne i maja rozklad normalny o parametrach 01 1.

11.15. Na odcinek [0, 1] rzucono n punktéw. Zakladajac, ze punkty zostaly rzucone losowo (tzn. polozenie
kazdego z nich ma roklad jednostajny na przedziale [0, 1] i sa one wzajemnie niezalezne) znalezé
a. gestosé rozkladu 77 = max(X1, Xo, ..., Xn);
b. gestoé¢ rozkladu k-tego punktu od lewej strony;
c. laczny rozklad polozenia k—tego i m—tego punktu liczac od lewej strony (k < m);
d. gestosé rozkladu Z; = max X; — min Xj;.
K3 K3

11.16. Niech X; (i = 1,2,...,n) beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie. Wia-
domo, ze maja one rozktad jednostajny w pewnym przedziale, ktory jednakze jest nieznany. Mozna zbudowadé
rézne estymatory dla polozenia srodka tego przedziatu; np.

1<i<n 1<i<n

1< 1
al:EEXi’ a2:§(max X; 4+ min Xi).

Udowodnié¢, ze estymatory te sa nieobciazone, tzn., ze Fa; = Fas = a, gdzie a jest $rodkiem przedziatu.
Udowodnié, ze D%a; > D?as, tzn., ze estymator ay jest efektywniejszy od estymatora a;.

11.17. Niech zmienne losowe X; (i = 1,2,...,n) beda niezalezne i maja jednakowy rozklad o dystrybuancie
0, dla x <0,
F(m)_{1em, dla z > 0.

Znalez¢ rozklad zmiennej losowej Z, = maxj<i<n, X; 1 udowodni¢, ze mozna wybraé takie state a,, ze

rozklady zmiennych Z,, — a,, zmierzaja do rozkladu granicznego.

11.18. Niech X; (i = 1,2,...,n) beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie o dys-
trybuancie F'(z). Oznaczmy przez v(x) ilo$é tych X;, ktore sa mniejsze od . Udowodnié, ze rozklad
D,, = sup vi@) — F(x)
z | n

nie zalezy od F(z). Znalezé rozklad v(zx).
Uwaga. Fakt, ze rozktad D,, nie zalezy od rozkladu F(z) ma wazne zastosowanie w statystyce. Opieraja sie
na nim kryteria Kolmogorowa dla odchylenia empirycznej funkcji rozktadu od dystrybuanty teoretycznej.



