Zadania z rachunku prawdopodobienistwa, czes¢ 12

RoézZzne rozklady prawdopodobienstwa

12.1. Rozklad dwupunktowy D(p). Zmienna losowa & ma rozklad D(p), jezeli
P{{=0}=poraz P,{{=1}=1—p.
Narysowaé wykres funkcji rozkltadu prawdopodobienstwa. Obliczyé E¢ oraz D2€.

12.2. Rozklad dwumianowy B(n,p). Zmienna losowa £ ma rozklad B(n,p), jezeli

n —
Ppp{§ =k} = (k>]?k(1 —-p)" k k=0,1,...,n.

Narysowaé wykres funkcji rozkltadu prawdopodobienstwa.

Udowodnié, ze B¢ = np oraz D%¢ = np(1 — p).

Udowodnié, ze jezeli &1, &2, . . ., &, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie D(p), to zmienna losowa
n= >, & ma rozklad B(n,p).

12.3. Rozklad ujemny dwumianowy N B(r,p). Zmienna losowa & ma rozklad ujemny dwumianowy z
parametrami (r,p) , jezeli

r+k—1\ ,
P”“vp{é-:kj}:( k )p (1_p)k7k:0a1727"'
Narysowaé wykres funkcji rozkltadu prawdopodobienstwa.
Udowodnié, ze B¢ = (1 — p)/p oraz D2¢ = r(1 — p)/p>.
Uwaga: jezeli r = 1, to rozklad ujemny dwumianowy jest rozkladem geometrycznym.
12.4. Rozklad Poissona Po()). Zmienna losowa & ma rozklad Po()\), jezeli

)\k
P{¢ =k} = ﬁe—k, k=0,1,...
Narysowaé wykres funkcji rozktadu prawdopodobienstwa.

Udowodnié, ze B¢ = X\ oraz D26 = .

12.5. Rozklad hipergeometryczny H(N,n, M). Zmienna losowa £ ma rozklad hipergeometryczny z pa-
rametrami (N, n, M), jezeli

M\ (N—M

() ()

()
Narysowaé wykres funkcji rozktadu prawdopodobienstwa.

Udowodni¢, ze E€ = nM/N oraz D¢ = " mMEM),

Py u{§ =k} = , E=0,1,... n.

12.6. Rozklad jednostajny U(a,b). Zmienna losowa £ ma rozklad jednostajny na przedziale (a,b), jezeli
jej funkcja gestosci wyraza sie wzorem
1 SEURT
fla) =4 o jezeli x € (a,b),
0, dla pozostatych x.

Narysowaé wykres funkcji gestosci oraz dystrybuanty. Udowodnié, ze

1 bk+1 _ ak+1 (b _ a)2
S b—a  k+1 12
12.7. Rozklad tréjkatny. Zmienna losowa { ma rozklad tréjkatny na przedziale (a,b), jezeli jej funkcja
gestodci wyraza sie wzorem

E¢k

(k=1,2...), D% =

f@)=9b—a (b—a)

2 2
{— — = _Ja+b—2a|, jeselix € (a,b),
0, dla pozostatych x.

Narysowaé wykres funkcji gestosci oraz dystrybuanty. Udowodnié, ze
k+2 2
4 k+2 | pk+2 a+b 2 (b—a)
B2 — 2 k=1,2... D = ———.
EDECEDCES ] A 2 (k=12...) =7

Udowodnié, ze jezeli & oraz &3 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach U(a,b), to & = (§1+&2)/2
ma rozklad tréjkatny na przedziale (a,b).

E¢r =
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12.8. Rozklad beta B(a,b). Zmienna losowa & ma rozklad beta z parametrami (a,b), jezeli jej funkcja
gestodci wyraza sie wzorem

o) - { iy 20z
0, x ¢ [0,1]

I'(z) = fooo e~ 't*1dt jest funkcja gamma. Narysowaé wykres funkcji gestosci.
Udowodnié, ze

ab
(a+b)2(a+b+1)

~I'la+k)I(a+0b) ala+1)---(a+k—1) 2.
Efk*r(a)r(a+b+k) C(at+b)(at+b+1)---(a+b+k—1) b=

12.9. Rozklad gamma. Zmienna losowa £ ma rozklad gamma z parametrami (a, ), jezeli jej funkcja
gestodci wyraza sie wzorem

A a—1_,—)Az
_ ) Tyri e , >0
ra={1 >0
Narysowaé wykres funkcji gestosci.
Udowodnié, ze
ala+ 1) (a+k—1)
Ak ’

Przeanalizowaé szczegbélowo przypadek a = 1 (rozklad wykladniczy)

E_ 2, &
I fop.

12.10. Rozklad normalny N(p,0?). Zmienna losowa ¢ ma rozklad normalny z parametrami u oraz o2,

jezeli jej funkcja gesto$ci wyraza sie wzorem

2
fu,o’2($): 67%( U“) , —00 < x < 00.

Narysowaé wykres funkcji gestosci.
Udowodnié, ze

E¢=p, E(E-w*=1-3-5-(2k—1)0"", E(—-p* =0, D*¢=0o"

12.11. Rozklad Cauchy’ego. Zmienna losowa £ ma rozklad Cauchy’ego z parametrami (o, \), jezeli jej
funkcja gestosci wyraza sie wzorem

1 A

S R FER

o0 < T <Oo0.

Narysowaé wykres funkcji gestosci.
Udowodnié¢, ze zmienna losowa & nie ma wartoéci oczekiwane;j.

12.12. Rozktad chi—kwadrat 2. Zmienna losowa ¢ ma rozklad chi-kwadrat z v stopniami swobody, jezeli
jej funkcja gestosci wyraza si¢ wzorem

1
- - w/2-1_,-xz/2 0.
fu(l') 2”/21—‘(1}/2)x € y &>

Narysowaé wykres funkcji gestosci.
Udowodnié, ze
B¢t =v(w+2)---[v+2(k—1)], D?¢ = 2uv.

Udowodnié, ze jezeli &1, &, ..., &, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie N(0, 1), to
zmienna losowa £ = Y. | &2 ma rozklad chi-kwadrat z n stopniami swobody.

Uwaga: rozktad chi-kwadrat z r stopniami swobody jest rozkladem gamma z parametrami o = r/2 oraz
A=1/2.
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12.13. Rozklad ¢ (Studenta) t,. Zmienna losowa £ ma rozklad ¢ z v stopniami swobody, jezeli jej funkcja
gestodci wyraza sie wzorem
(@) - - <w<
v(z) = : , —00 < x < 00.
B(1/2,0/2)/6 (1+7/0)0 D72
Narysowaé wykres funkcji gestosci.
Udowodnié, ze

VIR ()
VT r(3)
Udowodnié, ze jezeli zmienna losowa ¢ ma rozklad N (0, 1), zmienna losowa 1 ma rozklad chi-kwadrat z v

stopniami swobody oraz zmienne te sa niezalezne, to zmienna losowa t = £/+/n/v ma rozklad ¢ z v stopniami
swobody.

E£2k_1 — O, E§2k —

2¢ UL,Qa ’U>27
(2k <wv), D% {oo, v<2

12.14. Rozklad F' (Snedecora) F, ,. Zmienna losowa & ma rozklad F' (Snedecora) z u oraz v stopniami
swobody, jezeli jej funkcja gesto$ci wyraza sie wzorem
uu/vi/2F(n-§m)

u/2—1 —(u+v)/2 0.
—F(u/Q)F(v/2) x (v+ ux) ,T >

fu,v(w) =

Narysowaé wykres funkcji gestosci.
Udowodnié, ze
L(3+k)T(%—k)o"

['(5) T (3)

20%(u+v — 2)

k_ e S
B&" = u(v —2)2(v —4)

2k <v)  D*= (v>4).

Udowodnié, ze jezeli zmienna losowa £ ma rozktad chi—-kwadrat z v stopniami swobody, zmienna losowa 1 ma
rozklad chi-kwadrat z u stopniami swobody i zmienne te sa niezalezne, to zmienna losowa F' = (£/v)/(n/u)
ma rozklad F z (v,u) stopniami swobody.

Udowodnié, ze jezeli & ~ Fay. 9, to Flg ~ B(p,r).

12.15. Rozklad z Fishera. Zmienna losowa £ ma rozklad z Fishera z (r, s) stopniami swobody, jezeli jej
funkcja gestoséci wyraza sie wzorem

Narysowaé wykres funkcji gestosci.
Udowodnié, ze

1r+s

EE=0, D2§:2 rs

Uwaga: jezeli £ ~ F. 4, to %lnf ma rozklad z Fishera z (r, s) stopniami swobody.

12.16. Rozklad wielomianowy. Wektor losowy & = (£1,. .., &) ma rozktad wielomianowy z parametrami
(n,p1,...,pK), jezeli

n!

P{S:m}:P{fl :m137§k :mk}:mp"lnlpzlk

gdzie m = (my,...,mg), Zle mr=mn,0<p; <1, Zlepk =1.
Udowodnié, ze

Pokazaé, ze jezeli €1, ... € sy niezaleznymi k-wymiarowymi wektorami losowymi o rozkladach wielomia-
nowych z parametrami (ny,p), ..., (ng, p), to & = 3 €% ma rozklad wielomianowy z parametrami (3 n;, p).
Uwaga: rozktad wielomianowy jest wielowymiarowym analogiem rozktadu dwumianowego.
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12.17. Rozklad Dirichleta. Wektor losowy & = (£1,...,&;) ma rozklad Dirichleta z parametrami o =

(a1,...,ar) (a; > 0), jezeli funkcja gestosci wyraza si¢ wzorem
Lloattag) .on Ok
f(ﬂ?) = { F(Ch)ml—‘(ak)'rl Ty T cS
0, » S

gdzie S = {x € RF : Zle xp=1,2; > 0}.
Udowodnié, ze

k
o ;0 o
Et=—, Cov&é = ———2—(i#j), D% =— = i ).
€ CYO, 01}5 gj Oé%(l-i-ao)(l?é]) 5 ap (O&O ZO{ )
Uwaga: rozktad Dirichleta jest wielowymiarowym analogiem rozktadu beta.

!

12.18. Wielowymiarowy rozklad normalny N, (u,X). Wektor losowy « = [z1,...,2,]) ma n—wymia-

rowy rozklad normalny, jezeli jego funkcja gestosci wyraza si¢ wzorem

! N m] |

f(iv):\/mem 5

Udowodnié, ze
Ex=p, D’z=2X

Udowodnié, ze
a. Jezeli ¢ ~ N,(0,X), A — p x n macierz stalych, to Az ~ N,(Ap, AXA’).

b. Jezeli Xi,..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach normalnych o tej samej wariancji
oraz T jest macierza ortogonalna, to elementy wektora losowego Tx sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
o rozkladach normalnych.

c. Jezeli  ma n—wymiarowy rozktad normalny, to kazda sktadowa ma jednowymiarowy rozklad normalny
(twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.)

d. Wektor & ma wielowymiarowy rozklad normalny wtedy i tylko wtedy, gdy (V a # 0) a’x ma jednowy-
miarowy rozklad normalny.

e. Niech x ~ N, (0, X). Zmienne losowe a’x oraz b'x sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy a’b = 0.



