Estymatory nieobcigzone

Zadanie 1. Pobieramy préobke X;,..., X, niezaleznych obserwacji z rozkladu Poissona o nieznanym para-
metrze \. Szacujemy pg = e~ za pomoca estymatora py = e~ , gdzie X jest $rednia z prébki. Wyznaczyé
znak obcigzenia Epy — pp tego estymatora.

Odp. dodatni

Zadanie 2. Sygnaly pojawiaja si¢ zgodnie z procesem Poissona, a oczekiwana ilos¢ sygnaléw na jednostke
czasu wynosi A. Obserwujemy proces od momentu 7 do momentu 7;, pojawienia si¢ n-tego sygnalu, przy
czym n jest z gory ustalona liczba calkowita réwna co najmniej 2. Wyznaczyé¢ nieobcigzony estymator
parametru \.

Odp. T:L:;“o

Zadanie 3. Pobrano sto niezaleznych obserwacji z rozktadu normalnego o nieznanej wartosci oczekiwanej p
i wariancji o2. Obliczono dziesieé sum po dziesie¢ obserwacji, a nastepnie zgubiono dane zrédlowe. Zamiast
pierwotnych obserwacji X1, ..., X190 mamy wiec obserwacje Y1, ..., Y1o, gdzie Y; = Z?:o X10i—j. Szacujemy
wariancje o2 uzywajac estymatora postaci const Zjil(Y, —Y)2. Wyznaczy¢ stala const tak, by estymator
byt nieobciazony.

Odp. 1/90
Zadanie 4. Niech (X1,Y7),...,(X,,Y,) bedzie préba z dwuwymiarowego rozkladu normalnego o wektorze
wartosci oczekiwanych (ux, puy) 1 macierzy kowariancji f . Dla jakich p nieobciazonym estymatorem
parametru min{/x, py } jest statystyka min {1 3" X;, 13" ¥;1?
Odp. 0=1
Zadanie 5. Kazda ze zmiennych losowych X, ..., X,, ma taka sama wartos¢ oczekiwang u. Wiadomo, ze
o2, dlai=j,
Cou(Xi, X;) = { 2 dlai ¢;.

Niech 52(c) = ¢/, (X; — X)?, gdzie X = L3 | X;. Dla jakiej wartosci ¢, S?(c) jest nieobcigzonym
estymatorem parametru o??
Odp. -2

n—1

Zadanie 6. Niech X1,...,X,, gdzie n > 1, bedzie proba losowa z rozkladu wykladniczego o gestosci
1 —_z
+e"n, dlax >0,
T)=4q 4
Jul®) {O, poza tym.
Niech

fn =

S|

> Xi, iz =nmin{X,,..., X,}
i=1

bedg dwoma estymatorami parametru p. Udowodnié, ze oba estymatory sa nieobcigzone oraz, ze estymator
[11 ma zawsze mniejsza wariancje niz fis.

Odp. —

Zadanie 7. Wykonano dziesie¢ pomiaréw pewnej nieznanej wielkosci p jednym przyrzadem pomiarowym,
a nastepnie pie¢ pomiaréw innym przyrzadem. Zakladamy, ze wyniki pomiaréw Xi,..., X109, X11,..., X15
sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym kazda ze zmiennych Xi,..., X790 ma rozktad normalny
o parametrach (y, (0.1)?), podczas gdy kazda ze zmiennych X7, ..., X;5 ma rozklad normalny o parame-
trach (p, (0.2)?). Dobraé wspoétczynniki c1, ..., c15 tak, Zeby estymator i = 211; ¢; X; byl nieobcigzonym
estymatorem o minimalnej wariancji parametru p.

Odp. ¢ = =cig=¢g5, c11 =+ =15 = 5=
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Zadanie 8. Niech 71, . .., 295 bedzie realizacja proby losowej z rozktadu N (i, 02), zaé xag, . . . , 50 - realizacja

préby losowej z rozktadu N (v, 72), gdzie u, v, 02, 72 sa nieznanymi parametrami. Wiadomo, ze

1 25 1 50
To5 = % ;xi =104, ZT5 = % ;Jh = 10.0,

25 50
1 _ 1 _
525 = i Z;(z — T95)? = 3.333, %, = o Zl(x — £50)? = 2.000.
1= 1=
Obliczy¢ na tej podstawie wartoéé nieobciazonego estymatora wariancji 72.
Odp. 0.417
Zadanie 9. Niech X1,..., X,, bedzie préba z rozkladu normalnego o nieznanych parametrach (u, o?) i niech

n > 1 oraz 02 > 0. Niech

_ 1 & 1 i = X_MO
X==-) X;, $*= (Xi — X)%, t(po) = ;
n 12 Ve

gdzie g jest ustalong liczba. Niech t, bedzie dwustronna wartoécia krytyczna rozkladu Studenta z n — 1
stopniami swobody. Rozwazmy nastepujacy estymator ji parametru u:

= to, jezeli [t(po)| < ta,
X, w przeciwnym przypadku.

Dla jakich p obcigzenie E,,ji — pu estymatora jest dodatnie?
Odp. p < po

Zadanie 10. Niech X3, ..., X,, bedzie préba z rozkladu o gestosci

= {0 o
’ 0, poza tym,

gdzie ¢ € R i p > 0 sa nieznanymi parametrami. Wyznaczy¢ nieobcigzony estymator parametru p.
Odp. -1 37 | X; — - min{Xy,..., X, }
n 1= n—1

Zadanie 11. Niech Ny, ..., N, bedzie préba z rozkladu Poissona o wartoéci oczekiwanej A i niech N =
% i1 N; bedzie srednig z tej proby. Dla jakiej wartosci C' estymator CYN parametru e~ bedzie nieobcia-
zony?

Odp. (n’j1>n

Zadanie 12. Proces pojawiania sie szkdd jest procesem Poissonowskim z parametrem intensywno$ci A, tzn.

prawdopodobiefistwo pojawienia sie n szkdéd na odcinku czasu (0,7] jest réwne %e‘xp. Obserwujemy
proces od momentu 0. Niech T7,75,T3,... oznaczaja momenty pojawiania sie kolejnych szkéd. Ustalamy

z gory liczbe n taka, ze obserwacje procesu przerwiemy w momencie T,, pojawienia sie n-tej szkody. Dla
jakiej wartosci C' estymator T%, parametru A jest estymatorem nieobciazonym?
Odp. n—1dlan>1

Zadanie 13. Niech X bedzie pojedyncza obserwacja z rozktadu jednostajnego na przedziale (§ —0.5,040.5)
7z nieznanym parametrem . Wiemy, ze 6 jest liczba rzeczywista. Za pomoca estymatora |X| estymujemy
warto$¢ bezwzgledna parametru . Wyznaczy¢ maksymalne obciazenie Fy|X| — 0 tego estymatora.

Odp. 0.25
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Zadanie 14. X;,...,X,, jest prosta préba losowa z rozktadu geometrycznego: P(X; = k) = p(1 — p)*,
k=0,1,..., gdzie p € (0,1) i liczebno$¢ préby przekracza 1. W klasie estymatoréw parametru p danych
Wwzorem:

a
a+3 X

dobra¢ parametr a tak, aby otrzymac estymator nieobciazony.

Odp. n—1

Zadanie 15. Niech X, ..., X, bedzie proba niezaleznych obserwacji z rozkladu jednostajnego na przedziale

(¢0, 1) z nieznanymi oboma parametrami i niech n > 1. Interesuje nas szeroko$¢ przedzialu ¢; — po.
Dobraé¢ parametr a tak, aby estymator a(max{Xy,..., X, } — min{Xy,..., X, }) szerokodci przedzialu byl
nieobciazony.

Odp. Z—ﬂ
Zadanie 16. Dla t = 1,...,T obserwujemy niezalezne realizacje zmiennej losowej X, o ktorych zakladamy
iz pochodza z rozkladu o parametrach EX; = n;u i VarX, = n;0?, gdzie wartosci nq,...,np sa nam

znane (i dodatnie), natomiast parametry p oraz o2 sa nieznane. Wybieramy estymator parametru o? z klasy
estymatoréw postaci ¢ /_ (X, — n,X)?, gdzie X = L2 X, oraz n = Y]_, ny, za$ ¢ jest pewna liczba
rzeczywista (parametrem konkretnego estymatora). Dla jakiej wartosci ¢ otrzymamy estymator nieobciazony.
Odp. 2

nT—n

Zadanie 17. Mamy dwie niezalezne obserwacje X; oraz X5 z rozkladu normalnego, przy czym jedna z nich
pochodzi z rozkladu o parametrach (1, 0?), a druga z rozktadu o parametrach (24, 202). Niestety zgubilismy
informacje, ktéra z obserwacji z ktérego z rozktadéw pochodzi. Parametry (u, 02) sa nieznane. W tej sytuacji
wybieramy estymator parametru o2 z klasy estymatoréw postaci

62 = a(X1 — X2)? + b(X1 + X3)?,

gdzie (a,b) to para liczb rzeczywistych (parametry konkretnego estymatora). Dla jakich (a,b) otrzymamy
estymator nieobcigzony.
Odp. a=3/8,b=—-1/24

0?), gdzie m,n >

Zadanie 18. Niech Xy, ..., X,, ..., Xy4+m bedzie proba prosta z rozkladu normalnego N(u
S X, Dla

1. Bezposrednio dostepne sa tylko obserwacje X1, ..., X, ale znamy érednia X, 1, = —

n+m

jakiej liczby ¢ estymator ¢ | (X; — Xy4m)? wariancji o2 jest nieobciazony?
Odp. 1 _n4tm

n n+m—1

Zadanie 19. Przeprowadzamy wéréd wylosowanych oséb ankiete na delikatny temat. Ankietowana osoba
rzuca kostka do gry i w zaleznosci od wyniku rzutu kostka (wyniku tego nie zna ankieter) podaje odpowiednio
zakodowana odpowiedZ na pytanie: Czy zdarzylo si¢ Panu/Pani w roku 1999 da¢ lapéwke w klasycznej
formie pienieznej, przekraczajaca kwote 100 z1? Przyjmijmy, iz interesujaca nas cecha X przyjmuje wartosé
1, jesli odpowiedz brzmi ,TAK” i 0, jesli odpowiedZ brzmi ,,NIE”. Pierwszych 100 oséb udziela odpowiedzi
Z1,...,Z100 zgodnie z regula: jesli wynik rzutu kostka, to liczba oczek rowna 1, 2, 3 lub 4, to Z; = X,
natomiast jesli wynik rzutu kostka, to liczba oczek réwna 5 lub 6, to Z; = 1 — X;. Nastepnych 100 oséb
udziela odpowiedzi Zig1, ..., Zago zgodnie z regula: jesli wynik rzutu kostka, to liczba oczek réwna 1 lub
2, to Z; = X, natomiast jesli wynik rzutu kostka to liczba oczek réwna 3, 4, 5 lub 6, to Z; = 1 — Xj.
Dla uproszczenia zakladamy, ze dwiedcie ankietowanych oséb to préba prosta z (hipotetycznej) populacji
o nieskonczonej liczebno$ci, a podzial na podpréby jest takze calkowicie losowy. Interesujacy nas parametr
tej populacji to oczywiscie gx = P(X = 1). W wyniku przeprowadzonej ankiety dysponujemy $rednimi
z podprobek: Z; = ﬁ Zjﬂﬂ ZiiZy = ﬁ Z?i(im Z;. Estymator parametru gx uzyskany metoda najwiekszej
wiarogodnosSci ma postaé¢ ¢x = ag + ag Z1 + asZs. Dla jakich ag, a1, as estymator ten jest nieobcigzony?
Odp. apg = 05, a; = ].57 as = —-1.5
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Zadanie 20. Rozwazmy dwie niezalezne probki Xy 1,..., X1, ~ N(p,0?), Xo1,..., Xon, ~ N(u,20?).

Niech X; = n% S X, Xo = n% Y2 Xo, oraz X = % Dla jakiego ¢ estymator parametru o

postaci ¢ {312 (X1, — X)? + 212 (X2, — X)?} jest nieobcigzony?
Odp. L

ni+no—1

Zadanie 21. Niech X1,..., X,, bedzie prébka prosta z rozkladu wykladniczego o gestoici fi(z) = Ae™*
dla = > 0, gdzie A > 0 jest nieznanym parametrem oraz n > 1. Niech a¢ > 0 bedzie dang liczba. Interesuje
nas estymacja parametru p = e~ = Py(X; > a). Niech N, oznacza liczbe obserwacji wigkszych od a, za$
S = Z?Zl X;. Rozwazmy trzy estymatory parametru p:

o n . ng . [0, gdy S <a,
Pl—eXp<—a§)> = pS—{(SEa)”l’ gdy S>a

Ktére z ponizszych zdan jest zdaniem prawdziwym?

(A) estymatory p1, po i p3 sa nieobciazone;

(B) estymator py jest nieobciazony, za$ p1 1 p3 sa obciazone;

(C) estymatory pp i po sa nieobciazone, za$ ps jest obciazony;
(D) estymatory po i p3 sa nieobcigzone i Var(ps) < Var(ps);
(E) estymatory ps i p3 sa nieobciazone i Var(ps) > Var(ps).
Odp. E

Zadanie 22. Niech Xi,...,Xj0,X11,...,X2 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi. Zmienne losowe
X1,...,X10 maja rozktad normalny N (u1,0?), zaé Xi1, ..., Xo0 maja rozklad normalny N (u2,0?). Niech

B 1 10 B 1 20 B 1 20
X, 1—0;)@, Xz_EiZZHXu X=2—Ol:1Xz

byla nieobciazonym estymatorem parametru o2.

Odp. a =1/18, B = —5/18

Zadanie 23. Niech Y7, Y5, Y3, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym Y; ma rozklad normalny
N(ku,o?), dla k = 1,2, 3,4. Rozwazamy estymatory nieznanego parametru u postaci

f=a1Y1 +azYs + azYs + as¥y.

Zmnalez¢ najmniejsza wariancje estymatora powyzszej postaci, przy zalozeniu, ze jest to estymator nieobcia-
zony.

Odp. ¢2/30

Zadanie 24. Zalézmy, ze X1, X2, X3 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie nor-
malnym N (u,0?). Niech $? = %Zle(Xi — X)? bedzie nieobcigzonym estymatorem wariancji. Obliczyé
P(S? < 0?).

Odp. 0.63212
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Zadanie 25. Niech X1,...,X,,, X11,..., X, bedzie probka z rozktadu normalnego N (11, 02) z nieznanymi

parametrami /i i o2. Obserwujemy zmienne X1,..., X, i ponadto znamy $rednig ze wszystkich zmiennych
X, = % 2211 X;. Znalez¢ stala ¢, taka, zeby statystyka

LS (X - X

@
n,m ;4

byla nieobcigzonym estymatorem wariancji o2.
Odp. n (1 - %)

Zadanie 26. Niech X1,..., X, bedzie prébka z rozktadu prawdopodobienstwa o gestosci

Frlz) = Ae ™ dlaz >0,
g 0, poza tym.

Parametr A > 0 jest nieznany. Niech X = L 3" | X;. Znalez¢ taka liczbe ¢, zeby ¢(X)? byl nieobciazonym
estymatorem wariancji pojedynczej zmiennej X;.

Odp. -7

Zadanie 27. Niech Ny, ..., Nyig bedzie probka z rozktadu Poissona z nieznanym parametrem \. Interesuje nas
drugi moment obserwacji, czyli wielko§é ma(A\) = Ej(N?). Chcemy skonstruowaé taki estymator wielkosci
ma(A), ktéry jest nieobciazony i ktéry jest funkcja zmiennej S = Ny + --- 4+ Nyp (zalezy tylko od sumy
obserwacji).

Odp. 1:5(S +9)

Zadanie 28. Rozpatrzmy nastepujacy model regresji liniowej bez wyrazu wolnego:
)/i:ﬂxi_'_gia 7;:1’"'7”5
gdzie x; sg znanymi liczbami, 3 jest nieznanym parametrem, za$ €; sa btedami losowymi. Zakladamy, ze
FEe; =0, Varai:x?JQ, i=1,...,n.
Skonstruowa¢ estymator 3 parametru B o nastepujacych wlasnosciach:
{3 jest liniowa funkcja obserwacji, tzn. 3 = > 1 | ¢;V;,
B jest nieobciazony, tzn. E3 = (3,

[ ma najmniejsza wariancje spoéréd estymatorow liniowych i nieobciazonych.
Odp. ;. >, Y

Zadanie 29. Niech Xi,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu Weibulla o gestosci
2 —z d 0
fg({[)): eeXp ] Y g y‘r> )
0, poza tym,

gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem. Rozwazamy nieobciazony estymator parametru 6 postaci 7, = aY’,
gdzie Y = min{X?,..., X2} i a jest odpowiednio dobrang stata (by¢ moze zalezna od liczebnosci proby n).
Pokazaé, ze

(VO >0)(V0<e<1) Pp{|T, — 0| > e} =1 —exp(-1) (exp (g) — exp (—5)) .

Odp. —
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Zadanie 30. Niech X1,..., Xy beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym N (u,o?),
gdzie u € R, 0% > 0 sq nieznanymi parametrami. Niech X = 1 S X, 82 = %Z?:l(xi — X)2. Wyznaczy¢
estymator nieobcigzony o minimalnej wariancji parametru p/o.

3 X
Odp. T35) S

Zadanie 31. Zaktadamy, ze Xi,..., X190, X11,..., X20 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach
normalnych, przy czym EX; = p; i VarX; = o? dlai = 1,...,10 oraz EX; = po i VarX; = 202 dla

i = 11,...,20. Parametry g, g2, o s nieznane. Niech X; = 1—10221, Xy = 1—1025211, X = 2—102521.
Dobraé stale a i b tak, aby statystyka

20
5*=a) (X;— X)? +b(X; — Xp)?
i=1

byla nieobciazonym estymatorem parametru o2.

Odp. a =1/27,b=-5/27

Zadanie 32. Niech X;, Xo,...,X,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie
jednostajnym na przedziale (0,6), gdzie 8 > 0 jest nieznanym parametrem. Rozwazamy estymator nieob-
ciazony parametru 6 postaci T, (X1, Xo, ..., X,) = T, = aX1., gdzie X1, = min{X;, Xs,..., X,,} 1 a jest
pewna stata. Udowodnié, ze

(Je > 0)(30 > 0) lim Py(|T, — 6] >¢) =1+exp (—1 - %) — exp (—1 + %) .

Odp. —

zadania aktuarialne (estymacja), modyfikacja WZ, strona 6



Ryzyko estymatoréow

Zadanie 33. Niech X1, ..., X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach normalnych o nieznanej
éredniej i wariancji. Rozpatrzmy klase estymatoréw wariancji okreSlonych wzorem S(c) = ¢y i (X; —
X)2, X jest $rednig z prébki, a c jest pewna liczba rzeczywista. Wyznaczyé warto$é c, przy ktorej brad
$redniokwadratowy estymatora S(c) osiaga minimum.

Odp. 1+ —

T
n+3

Zadanie 34. Niech Xi,..., X,, bedzie prébka z niezaleznych obserwacji z rozktadu jednostajnego na prze-
dziale (0, ) z nieznanym prawym koficem przedziatu ¢. Estymator "T'H max{X1,...,X,} jest nieobciazony.
Wyznaczy¢ wariancje tego estymatora.

2
Odp. oy
Zadanie 35. Zaktadamy, ze Xi,..., X, jest préba z rozkladu normalnego N(u,v?0?), gdzie p € R jest
nieznanym parametrem, za$ 42 znanym wspoélczynnikiem. Wyznaczyé estymator postaci i = ¢y X1 + -+ +
cn Xy, parametru p, ktéry ma jednostajnie najmniejszy blad $redniokwadratowy E,(ft — w2,
Odp. ¢ :---:cn:ﬁ
Zadanie 36. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowa zmienna losowa, o wartosci oczekiwanej (ux, py ), wa-
riancji kazdej ze wspétrzednych réwnej o2 oraz kowariancji réwnej go?. Staramy si¢ obserwowaé niezalezne
realizacje tej zmiennej, ale nie w pelni to wychodzi - czasem udaje si¢ zaobserwowac jedynie pierwsza lub
jedynie druga ze wspolrzednych. Przyjmijmy wazne zalozenie, iz do ,zgubienia” obserwacji (calkowitego,
jej pierwszej wspélrzednej lub jej drugiej wspolrzednej) dochodzi catkowicie niezaleznie od wartosci tych
obserwacji. Zalézmy, iz otrzymaliSmy probke, zawierajaca 20 obserwacji wylacznie pierwszej wspolrzednej,
60 obserwacji calej pary oraz 20 obserwacji wylacznie drugiej wspolrzednej. Niech teraz X oznacza srednia
z prébki (osiemdziesieciu) obserwacji na zmiennej X, Y oznacza Srednig z prébki (osiemdziesieciu) obserwacji
na zmiennej Y oraz niech X — Y oznacza srednig z probki (sze$édziesigciu) obserwacji na réznicy zmiennych
X —Y. Niech X — Y oraz X —Y oznaczaja dwa alternatywne estymatory réznicy px — py. Dla jakiej
wartosci wspolczynnika o estymatory te maja jednakowa wariancje?
Odp. 4/7

Zadanie 37. Niech X1,..., X,, bedzie prébka z rozktadu normalnego N (i, o?). Niech S? = ﬁ S (X —

2_ 2 , .
S ——. Wyznaczy¢ rozmiar n

X)?, gdzie X = %Z?:l X;. Interesuje nas wzgledny blad estymacji: R =
probki, dla ktérego E(R?) = 0.01.
Odp. 201

Zadanie 38. Zalézmy, ze X1, ..., X, jest prébka z rozkladu prawdopodobienstwa o dystrybuancie

1—e™*, dlaz >0,

Folw) = Py(Xs s o) = { 0 poza tym

gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem. Rozwazmy nastepujacy estymator: 6= min{Xy,..., X,}. Wyzna-
czy¢ funkcje ryzyka tego estymatora:

R(0) = Eq(0 — 0)°.
Odp. %e_"e

Zadanie 39. Zalézmy, ze X1, ..., X,, jest probka z rozktadu normalnego N (j1, 0%) z nieznanymi parametrami.
Rozwazmy nieobcigzony estymator wielkoéci ;2 dany wzorem
_ _ S2
2 — (X)2 =
pr=(X)" = —,

gdzie X = 13" X; 157 =L 57" (X; — X)2 Obliczy¢ Var(u?).

n—1
Odp. %/;202 + n(n271)02
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Zadanie 40. Zalézmy, ze K oznacza liczbe sukceséw w n prébach Bernoulliego z nieznanym prawdopodo-
bienstwem sukcesu 6. Rozwazmy estymator parametru 6 postaci

a+ K

6 = .
b+n

Niech n = 16. Przypus¢my, ze dodatnie liczby a i b dobrane zostaly tak, ze funkcja ryzyka estymatora,
R(0) = Ep(0 — 0)? jest funkcja stala, czyli R(f) = R dla kazdej wartoéci parametru 6. Podaé liczbe R.
Odp. 0.01

Zadanie 41. Niech X3,..., X, bedzie prébka z rozktadu o gestosci danej wzorem:

1,.1/6—1
f@(x):{9w , dlald0<z<l1,
0, poza tym.

Znalez¢ estymator najwigkszej wiarogodnosci 0 parametru 6 i obliczy¢ blad sredniokwadratowy tego esty-
matora R(0) = Eq(6 — 0)2.
Odp. 0?/n

Zadanie 42. Niech Wy, ..., W, (n > 1) bedzie prébka z rozkladu wyktadniczego o wartosci oczekiwanej p.
Rozwazmy estymatory parametru p postaci

n=al, gdzie S = ZWl

i=1

Znalez¢ liczbe a, dla ktérej blad éredniokwadratowy estymatora, czyli wielko$¢ E,, ({1 — p)? jest najmniejszy.
Odp. %
+1

Zadanie 43. Niech X1, Xo, X3, X4 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym zmienna losowa X;
ma rozklad normalny o wartosci oczekiwanej p i wariancji iu?, i = 1,2,3,4, gdzie u # 0 jest nieznanym
parametrem. Rozwazamy estymatory parametru p postaci

b=a1X1+ asXo +asXs +as Xy.

Znalez¢ wspétezynniki a;, @ = 1,2, 3,4, dla ktérych estymator ma najmniejszy btad sredniokwadratowy, czyli
wsp6lezynniki minimalizujace funkcje E,, (i — p)?.
Odp. a1 =12/37, a; =6/37, a3 =4/37, ay = 3/37

Zadanie 44. Zmienna losowa N ma rozklad Poissona z nieznanym parametrem A > 0. O parametrze
A zakladamy, ze podlega rozkladowi a priori gamma G(2,8). Zmienna losowa 6 ma rozklad beta b(1,2).
Zmienne N i 0 sa niezalezne i zmienne A i 6 sa niezalezne. Obserwujemy zmienng losows X, ktéra przy
znanych wartoéciach N i 6 ma rozklad dwumianowy B(N, #). Wyznaczy¢ wartodci a i b najlepszego liniowego
predyktora zmiennej losowej N, to znaczy liczby a i b minimalizujace wielkoéé E(N — aX — b)2.

_ 54 3 _ 35
Odp. a = 537 b= 5192
Zadanie 45. Niech X, X5, X3, X4 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym EX,; = iu oraz
VarX; = i2u?, i = 1,2,3,4. Niech i bedzie estymatorem parametru p minimalizujacym blad $redniokwa-
dratowy w klasie estymatoréw postaci

= a1 Xy + asXo 4+ a3 X3 + as Xy,
gdzie ay, as, a3, as sa liczbami rzeczywistymi. Wyznaczy¢ blad $redniokwadratowy E, (i — p).

Odp. 12/5
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Zadanie 46. Pobieramy prébke niezaleznych realizacji zmiennych losowych o rozkladzie Poissona z wartoscia
oczekiwana A > 0. Niestety sposéb obserwacji uniemozliwia odnotowanie realizacji o wartosci 0. Pobieranie
probki konczymy w momencie, gdy liczebno$é odnotowanych realizacji wynosi n. Tak wiec, kazda z naszych
kolejnych odnotowanych realizacji K1, ..., K, wynosi co najmniej 1 i nic nie wiemy o tym, ile w miedzyczasie
pojawito sie obserwacji o wartosci 0. Estymujemy parametr A za pomoca estymatora postaci

gdzie N; jest liczba obserwacji o wartosci i. Obliczy¢ wariancje estymatora A

A2 A+Aae?
Odp. n(e*—l?

Zadanie 47. Niech X1,...,X, bedzie probka prosta z rozkladu normalnego N(u,c?) oraz niech S? =
LS (X — X)?, gdzie X = 137" | X;. Interesuje nas wzgledny blad estymacji R = $°—o® Przy n = 10

n i=1 o
wyznaczy¢ wartoéé oczekiwana E(R?).

Odp. 0.19
Zadanie 48. Niech X3, ..., X,, gdzie n > 1, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie
o gestosci
4t
fc(x) — { 5 gdy T >c,
0, poza tym,
gdzie ¢ > 0 jest nieznanym parametrem. Rozwazamy dwa estymatory parametru ¢: T = amin{ Xy, ..., X,;}

iTy, =bX, gdzie X = %Z?:l X, oraz a, b s dobrane tak, aby estymatory byly nieobciazone. Wyznaczy¢
roznice ryzyk estymatoréw, czyli
R=E.(Ty — ¢)* — E.(Ty — ¢)*.

(n—1)c?
Odp' n(2n—1)
Zadanie 49. Niech X = (X,..., X)) bedzie zmienna losowa o rozkladzie wielomianowym z parametrami
(n,p1,...,pK), gdzie wektor p = (p1,...,px) (pi > 0dlai = 1,...,k oraz Zle p; = 1) jest wektorem
nieznanych parametréw. Rozwazamy problem estymacji wektora p przy kwadratowej funkcji straty L(p,p) =
% Zle(ﬁi — p;)?. Wéréd estymatoréw wektora p postaci p = (aX1 +b,...,aX; +b) (gdzie a i b sa liczbami
rzeczywistymi) o ryzyku (tzn. EL(p,p)) stalym, niezaleznym od p, wyznaczy¢ estymator o najmniejszym
ryzyku.

— 1 —
Odp.afnh/ﬁ,bf

1
E(n++y/n)
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Estymatory najwiekszej wiarogodnosci

Zadanie 50. Zmienna losowa N ma rozklad Poissona z parametrem A, ktéry chcemy oszacowac. Niestety
mozemy obserwowaé jedynie zmienng losowa M, ktora przyjmuje wartoS¢ zero, jesli N rowna sie zero,
a warto$é jeden, jesli N jest wicksza od zera. Srednia arytmetyczng z probki niezaleznych obserwacji zmiennej
M oznaczmy przez m. Wyznaczy¢ estymator najwiekszej wiarogodnosci parametru .

Odp. In ()

Zadanie 51. Niech X1,..., X199 bedzie proba losows z rozkladu wykladniczego o nieznanej wartosci ocze-
kiwanej p. Estymujemy p na podstawie czeéciowej informacji o probce, a mianowicie na podstawie tego,
ze 80 obserwacji mialo wartosci ponizej 3 oraz Srednia arytmetyczna z tych 80-ciu wartoéci wynosi 2. Ob-
liczy¢ warto$é estymatora najwiekszej wiarogodnosci parametru p skonstruowanego na podstawie podanej
informacji.

Odp. 11/4

Zadanie 52. Przyjmujemy, ze liczby wypadkéw Ny, ..., Ni zgloszonych w kolejnych k latach sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi. Zakladamy, ze zmienna N; ma rozklad Poissona z wartoscia oczekiwang Am;, gdzie
m; jest znana liczba samochodéw ubezpieczonych w i-tym roku, zag§ A nieznanym parametrem. Wyznaczy¢
estymator najwickszej wiarogodnosci parametru A.

Odp. 7%:1 ak

Zadanie 53. X1,..., X, jest proba losows z rozkladu o dystrybuancie

1

Fo(z) = Axe D’

r€eR, a>0.

Wyznaczy¢ estymator najwickszej wiarogodnosci parametru «.
-1
Odp. n 3, In(1 + exp(—X;))]

Zadanie 54. X1,..., X, jest proba losows z rozktadu o gestosci

e @0 dlaz >0,
folw) = { 0, poza tym.

Zmnalez¢ estymator najwickszej wiarogodnoéci parametru 6.
Odp. min{X;,..., X, }

Zadanie 55. Niech Xj,..., X5, X9 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy tym gesto$¢ zmiennej X;
(1=1,...,8) jest dana wzorem

(@) = de 2 dlaz >0,
A 0, poza tym.

Zmienna Xg¢ ma rozklad o gestosci

(z) = ANge ™ dlaz >0,
A 0, poza tym.

Wyznaczy¢ estymator najwickszej wiarogodnoéci parametru .
Odp. —+%—
Zi:l Xi
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Zadanie 56. W pewnej populacji prawdopodobienstwo tego, ze osobnik przezyje rok jest réwne (1 — 0).
Jezeli osobnik przezyl rok, to (warunkowe) prawdopodobiefistwo tego, ze przezyje nastepny rok tez jest réwne
(1—0). W prébee liczacej n osobnikéw z tej populacji zanotowano ng przypadkdéw, kiedy osobnik nie przezyl
roku, ny przypadkéw, kiedy osobnik przezyl rok, ale nie przezyt drugiego oraz no przypadkéw, kiedy osobnik
przezyl dwa lata. Wyznaczy¢ estymator najwiekszej wiarogodno$ci parametru 6.
Odp. _notng

n+ni—+nz
Zadanie 57. Wykonano n do$wiadczeni Bernoulliego z prawdopodobiefistwem sukcesu p = 1/3. Liczba n jest
nieznanym parametrem. Okazalo sie, ze liczba porazek jest o cztery wieksza od liczby sukceséw. Wyznaczy¢
wartos¢ estymatora najwiekszej wiarogodnosci parametru n.
Odp. 8

Zadanie 58. Wiemy, ze zmienna losowa X ma rozktad normalny o wartosci oczekiwanej p i wariancji 4.
Na podstawie czteroelementowej probki estymujemy p?. Zaobserwowano xp = 2, 2o = 3.5, 13 = 3, 14 =
7. Wyznaczy¢ réznice miedzy wartoscia estymatora najwickszej wiarogodnosci a wartoscia nieobcigzonego
estymatora o minimalnej wariancji.

Odp. 1

Zadanie 59. Pobieramy probke niezaleznych realizacji zmiennej losowej o rozktadzie Poissona z wartoscia
oczekiwana réwna A (dodatnia). Niestety nasz sposéb obserwacji uniemozliwia odnotowanie realizacji o war-
tosci zero. Pobieranie probki konczymy w momencie, gdy liczebno$é odnotowanych realizacji wynosi T'. Tak
wiec kazda z naszych kolejnych odnotowanych realizacji k1, ...,kr wynosi co najmniej 1, i nic nie wiemy
o tym, ile w miedzyczasie pojawilo sie (i umknelo z naszego pola widzenia) obserwacji zerowych. Wyznaczy¢
estymator najwieckszej wiarogodnoéci parametru A.

Odp. estymator jest rozwigzaniem réwnania —— = % Zthl ky

1—e— A

Zadanie 60. Niech Xi,..., X,, bedzie probka z rozktadu o gestosci

0, poza tym.

Niech 6 bedzie estymatorem najwiekszej wiarogodnosci nieznanego parametru € > 0. Obliczy¢ wariancje tego
estymatora.
Odp. 0?/n

Zadanie 61. W urnie jest r czarnych kul. O liczbie r wiemy tylko tyle, ze jest wigksza od zera. Powtarzamy
trzy razy nastepujace czynnosci: losujemy jedna kule z urny i odkladamy ja na bok (nie zwracamy), a na-
stepnie wrzucamy do urny jedna kule biala. Wynikiem doswiadczenia jest sekwencja trzech liter - C' lub B
na przyklad C BB oznacza, iz wylosowaliémy po kolei kule czarna, potem biala, i znowu biata. Wyznaczy¢
wartos¢ estymatora 7 najwiekszej wiarogodnoéci nieznanej liczby r, gdy zaobserwowano ciag C'BC.

Odp. 2

Zadanie 62. Zakladajac, ze X1,..., X710 jest probka prosta z rozkladu wykladniczego o gestosci:
1 —Z
e w, dlazxz >0,
x) =9 K
Jul®) {O, poza tym,

przeprowadzono estymacje parametru u metodg najwiekszej wiarogodnosci i otrzymano wartosé estymatora

ENW () réwna 50. Najwieksza zaobserwowana w probce wartosé max{Xy,..., X9} wyniosta 100, a dzie-
wie¢ pozostatych byto Scisle mniejszych od 100. Okazato si¢ jednak, ze w istocie zaobserwowane przez nas
wartosci X1, ..., Xj0 stanowia probke z ucietego rozkladu wykladniczego X; = min{Y;, 100}, gdzie zmienne

losowe Y; pochodza z rozktadu wykladniczego o gestosci f,,. Obliczy¢ wartos¢ estymatora najwickszej wia-
rogodnos$ci ENW (1) po uwzglednieniu modyfikacji zalozen.
Odp. 55.555...
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Zadanie 63. Niech X1,..., X, bedzie prébka z rozkladu o gestosci prawdopodobienstwa:
1,41
fg(x)_{exe y dla0<x<1,
0, poza tym,

Niech 6 bedzie estymatorem najwigkszej wiarogodnosci nieznanego parametru 6. Obliczy¢ funkcje ryzyka
tego estymatora, tzn. R(0) = Eg(6 — 0)2.
Odp. 0?/n

Zadanie 64. Rozwazmy losowsa liczbe zmiennych losowych Xi, ..., Xy. Zakladamy, ze zmienne X; sa wza-
jemnie niezalezne i niezalezne od zmiennej losowej N. Wiemy, ze kazda ze zmiennych X; ma jednakowy
rozklad wykladniczy o gestosci fo(z) = ae™**, dla > 0. Zmienna N ma rozklad Poissona z parametrem
A. Zaréwno A > 0 jak i @ > 0 sa nieznane. Obserwujemy tylko te sposréd zmiennych Xi,..., Xy, ktore
przekraczaja wartosé 10. Nie wiemy, ile jest pozostalych zmiennych ani jakie sa ich wartosci. Przypusémy,
ze zaobserwowaliSmy pie¢ warto$ci wiekszych od 10: 15,23,11,32,19. Na podstawie tych danych obliczy¢
wartosci estymatoréw najwiekszej wiarogodnosci parametrow A i a.

Odp. A\ =5e, & = 0.1

Zadanie 65. Niech X1,..., X, bedzie prébka z rozktadu prawdopodobienstwa o gestosci

_ fLe=@=0/a dlax >0,
Joal®)=1 &
, poza tym.

Wyznaczono estymatory najwigkszej wiarogodnosci (é, &) parametréow (6, a) w sytuacji, gdy oba parametry
sa nieznane (« > 0). Znalez¢ taka liczbe ¢, zeby c& byl nieobciazonym estymatorem parametru a.
Odp. %5

Zadanie 66. Niech W7, ..., W,, bedzie probka z rozkladu wykladniczego o gestosci dla w > 0 danej wzorem
falw) = Aexp(—Aw). Nie obserwujemy dokladnych wartoéci zmiennych W;, tylko wartosci zaokraglone
w gore do najblizszej liczby calkowitej. Innymi stowami, dane sa warto$ci zmiennych losowych Z1, ..., Z,,
gdzie Z; = [W;] (symbol [a] oznacza najmniejsza liczbe calkowita k taka, ze a < k). Wyznaczy¢ estymator

najwiekszej wiarogodnosci A parametru A oparty na obserwacjach Zy, ..., Z,.
Odp. —In (1 — %), gdzie S=>"7", Z;

Zadanie 67. Wektor losowy (X,Y’) ma laczny rozklad prawdopodobienstwa dany nastepujaca tabelka:
Y=1 Y =2

L0 |
X =2 30 3(1-90)

gdzie 6 € (0,1) jest nieznanym parametrem. Na podstawie 25-elementowej prébki z tego rozkladu wyznaczono
estymator najwiekszej wiarogodnosci 6. Obliczy¢ wariancje Varf estymatora.

0(1-6)
Odp. —95
Zadanie 68. Zakladamy, ze kazda pojedyncza szkoda, niezaleznie od pozostalych, z prawdopodobienstwem 6
jest likwidowana w roku, w ktérym zostalta zgloszona, w drugim roku po zgloszeniu - z prawdopodobienstwem
6(1—0), w trzecim roku lub pézniej - z prawdopodobiefistwem (1 —6)2. Dane, ktérymi dysponujemy dotycza
szkdéd. Wiemy, ze sposrod nich ny zostalo zlikwidowanych w roku, w ktérym zostaly zgloszone, ny zostato
zlikwidowanych w drugim roku po zgloszeniu oraz ns zostalo zlikwidowanych w trzecim roku lub pdzniej,
gdzie nq + ng +n3 = n. Podaé estymator najwigkszej wiarogodnosci parametru 6 na podstawie tych danych.
Odp. nitng

2n—mnq

zadania aktuarialne (estymacja), modyfikacja WZ, strona 12



Zadanie 69. Niech Xi,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozkladu normalnego N(u,o?),
gdzie oba parametry sa nieznane. Estymujac parametr p? wyznaczono dwa estymatory T} - estymator naj-
wigkszej wiarogodnosci i T, - estymator nieobcigzony o minimalnej wariancji. Wyznaczy¢ réznice ryzyk
estymatorow T i Ty przy kwadratowej funkcji straty.

Odp. a%(n=3)

n2(n—1)
Zadanie 70. Niech Xj,..., X1, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym zmienne losowe X,
i=1,...,m, majg rozklad Weibulla o gestosci
_0_—0Vz
folz) = 5z ¢ , dlaz >0,
0, poza tym,
aX;,i=m+1,...,m+n, maja rozktad Weibulla o gestosci
0 20w
go(z) = N , dlaz >0,
0, poza tym,
gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem. Niech m = n = 5. Obliczy¢ blad $redniokwadratowy estymatora

najwiekszej wiarogodnosci wyznaczonego na podstawie proby Xi, ..., Xyin-
Odp. 0%/6
Zadanie 71. Niech X7, ..., X1¢ beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie prawdopodobienstwa

o gestosci

po(x) = {gacol, dla z € (0,1),
, poza tym,
a Yi,..., Yo beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkltadzie prawdopodobienstwa o gestosci
202291 dla z € (0,1),
fo(z) = (0,1)
0, poza tym,

gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem. Wszystkie zmienne losowe sa niezalezne. Dobraé stala a tak, aby

T
Pg (9>a>209,

wiedzac, ze T jest estymatorem najwiekszej wiarogodnosci parametru 6 otrzymanym na podstawie zmiennych
1OSOWyCh )(17 N ,X10 i Yl» ey YlO-
Odp. 0.772

Zadanie 72. Niech T oznacza liczbe pelnych okreséw przezytych przez pacjenta po pewnej operacji. Zalézmy,
ze T jest zmienna losowa o rozkladzie geometrycznym Pp(T =t) = (1 — 0)t dla t = 0,1,2,..., przy czym
6 € (0,1) jest nieznanym parametrem. Obserwujemy losowa grupe stu niezaleznych pacjentéw, przy czym dla
tych pacjentow, dla ktérych T' < 5, znamy T dokladnie, a jezeli pacjent zyje co najmniej szes¢ okresow, to jego
czas zycia jest nieznany, zatem dla kazdego z pozostatych pacjentéw wiemy tylko, ze T' > 6. Estymujemy 6 na
podstawie tych obserwacji. Wyznaczy¢ warto$é estymatora najwickszej wiarogodnoéci parametru 6 wiedzac,
ze suma okresOw zycia pacjentéw, ktorzy przezyli co najwyzej pie¢ pelnych okreséw jest réwna 120 oraz
liczba tych pacjentéw jest réwna 40.

Odp. 1/13
Zadanie 73. Na podstawie prostej préby losowej X1, ..., X, z rozkladu gamma o gestosci
2,.,—60x
fe(x):{gxe , gdy z >0,
, poza tym,

estymujemy parametr # wykorzystujac estymator najwiekszej wiarogodnosci 0. Wyznaczyé w przyblizeniu

rozmiar proby n taki, ze
0—0
Py <9| < 0.05) ~ 0.95.

Postuzy¢ sie aproksymacja rozktadem normalnym.
Odp. 800
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Zadanie 74. Niech X, ..., X¢ beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie jednostaj-
nym na przedziale (—6,0), gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem. Niech 6 oznacza estymator najwiekszej

wiarogodnosci parametru 6. Obliczy¢ R .
Py(6 < 6 < 20).

Odp. 0.9844
Zadanie 75. Zmienne losowe Xi,..., X5, Y1,...,Ys sa niezalezne o tym samym rozkladzie z gestoscia
0
1, dlax >0
— (I4z)oT1> )
fo(@) { 0, poza tym,

gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem. Wyznaczono estymatory najwigkszej wiarogodnosci 0, i 6, parame-
tru 6: estymator 61 na podstawie proby X7, ..., X5 i estymator 6> na podstawie préby Y7, ..., Y,. Wyznaczy¢

stale a i b, tak aby
0, 0,
Pg — <a :Pg — >b | =0.05.
0 0o

Zadanie 76. Zaktadamy, ze X1,...,X,, Y1,...,Y, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach nor-
malnych, przy czym EX; = EY; = u, VarX; = 02, VarY; = 40?2 dlai = 1,...,n. Parametry u i o sa
nieznane. Niech 62 bedzie estymatorem najwigkszej wiarogodnoéci parametru o w tym modelu. Wyznaczy¢é

Odp. a =0.299, b = 3.072

stala a, tak aby 62 = a6? byl estymatorem nieobcigzonym parametru o2.
Odp. %
po

Zadanie 77. W urnie znajduje sie razem 76 kul: bialych i czarnych. Wylosowano dziesieé¢ kul, wéréd ktérych
bylo szesé kul bialych. Wyznaczy¢ wartosé estymatora najwiekszej wiarogodnosci liczby kul biatych w urnie.
Odp. 46

Zadanie 78. Zakladajac, ze obserwacje X1, ..., X7¢ stanowia préobke losowa z rozktadu Pareto o gestosci

3%9 .
fo(z) = { Gy dlaxi0,
0, poza tym,

gdzie € > 0 jest nieznanym parametrem, wyznaczono wartos¢ estymatora najwigkszej wiarogodnosci parame-
tru 6 i otrzymano =2 W probee byly dwie obserwacje o wartosci sze$¢, a pozostale osiem obserwacji miato
wartosci mniejsze od 6. Okazalo sie, ze w rzeczywistosci zaobserwowane wartosci stanowily prébke z ucie-
tego rozkladu Pareto, czyli byly realizacjami zmiennych losowych X; = min{Y;, 6}, gdzie Y;, i = 1,..., 10,
sg niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozkladu o gestosci fy. Wyznaczy¢ warto$é estymatora najwiekszej
wiarogodnosci parametru 6 po uwzglednieniu modyfikacji zatozen.

Odp. 1.50

Zadanie 79. Zmienna losowa N ma rozklad Poissona z parametrem A > 0. Rozwazamy losowa liczbe
zmiennych losowych X7, ..., Xy, przy czym zmienne losowe X1, ..., Xy sa niezalezne wzajemnie i niezalezne
od zmiennej losowej N. Kazda ze zmiennych losowych ma rozktad Weibulla o gestosci

_ J 20z exp(—022), dlaz >0,
folz) = { 0, poza tym,

gdzie 8 > 0 jest nieznanym parametrem. Obserwujemy tylko te sposrdod zmiennych Xi,..., Xy, ktore sa
wieksze od 10. Nie wiemy ile jest pozostalych zmiennych ani jakie sg ich wartosdci. Przypusémy, ze zaobser-
wowalidmy cztery wartoéci wieksze od 10 i suma ich kwadratéw jest rowna 1200. Na podstawie tych danych
wyznaczy¢ warto$ci estymatorow najwiekszej wiarogodnosci parametréw 6 i .

Odp. 6 =1/2001 A =4,/e

zadania aktuarialne (estymacja), modyfikacja WZ, strona 14



Zadanie 80. Niech X7,...,X, bedzie préba z rozkladu wyktadniczego o wartosci oczekiwanej 1/A. Nie
obserwujemy dokladnych warto$ci zmiennych X;, tylko wartosci zaokraglone w gore do najblizszej liczby
catkowitej. Innymi slowami, dane sa wartosci zmiennych losowych Zi,...,Z,, gdzie Z; = [X;] (symbol
[a] oznacza najmniejsza liczbe calkowita k, taka, ze a < k). Niech S = " | Z;. Wyznaczy¢ estymator
najwigkszej wiarogodnosci A nieznanego parametru A oparty na obserwacjach Z1,..., Z,.

Odp. A=—1In(1-12)

Zadanie 81. Niech X7, ..., X1 bedzie préba z rozkladu jednostajnego na przedziale (0,6). Zmienne losowe
X1,...,X16 nie sa w pelni obserwowalne. Obserwujemy zmienne losowe Y; = min{X;, 10}. Wyznaczy¢
wartos¢ estymatora najwiekszej wiarogodnosci 6 parametru € na podstawie nastepujacej prébki

(Y1,..., Y1) = (4,8,10,5,10,9,7,5,8, 10,6, 10, 3, 10, 6, 10).
Odp. 16
Zadanie 82. Zmienne losowe Xi,...,X,,,... sa niezalezne i maja identyczny rozklad dany gestoscia

folz) = {39m3 exp(—0z?), dlax >0,
. poza tym,

gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem. Niech 7, oznacza estymator najwiekszej wiarogodnosci funkcji
g(0) = Py(X; > 1) = e~? wyznaczony w oparciu o prébe losowa X7, ..., X,,. Niech § = 2. Udowodnié, ze
lim P{|T,, — e ?|v/n > 2e"?} =0.32.

n—oo

Odp. —
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Estymatory najmniejszych kwadratéw
Zadanie 83. Rozwazmy model regresji liniowej
)/i:axi‘i’ffi, i:1a273747

gdzie €; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym z wartoscia oczekiwana 0 i nieznana
wariancja o2, 1, xs, T3, 74 sa nielosowymi punktami z przedziatu [0, 3], natomiast a jest nieznanym wspol-
czynnikiem. Dla jakich x1, xs, x3, x4 wariancja estymatora a otrzymanego metoda najmniejszych kwadratow
jest najmniejsza?

Odp. (3,3,3,3)

Zadanie 84. Obserwujemy zmienna y; oraz zmienne [x;1 ..., % k], €O W postaci macierzowej zapisujemy:
Y1 11 o T1L,K
y= , X =
yr xr1 - IT K

Zakladamy, ze rzad macierzy X wynosi K, a rzad macierzy rozszerzonej [y|X] wynosi K + 1 oraz ilo$é
obserwacji T'> K + 1. Niech 8 = [B1, ..., O] oznacza hipotetyczny wektor wspdlczynnikéw regresji liniowej
oraz niech b = (X'X)~!X’y oznacza jego estymator uzyskany zwykla metoda najmniejszych kwadratéw.
Niech e = y — Xb bedzie wektorem reszt. Pokazaé, ze suma reszt jest zero wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
taka kombinacja liniowa kolumn macierzy X, ktora réwna jest wektorowi jedynek.

Odp. —

Zadanie 85. Zakladamy, iz oczekiwany roczny koszt obstugi grupy ubezpieczonych jest liniowa funkcja
liczebnosci grupy (wielkosci nielosowej), co mozemy sformalizowaé nastepujaco: EY = ax + b, gdzie Y jest
rocznym kosztem obstugi grupy (w zlotéwkach), z jest ilodcia ubezpieczonych w grupie, natomiast a, b sa
nieznanymi parametrami. Zaklada si¢ ponadto, ze VarY nie zalezy od x. Zanotowano roczny koszt obstugi
dla czterech grup o réznych liczebno$ciach:

z | 50 | 100 | 200 | 500
Y | 2000 | 3000 | 7000 | 9000

Do estymacji parametrow a, b stosujemy estymator najlepszy wsrdéd wszystkich estymatorow liniowych i row-
noczes$nie nieobciazonych. Jaka jest wyestymowana warto$é kosztu stalego (parametru b)?
Odp. 2050

Zadanie 86. Zakladamy, ze zalezno$é¢ czynnika Y od czynnika z (nielosowego) opisuje model regresji liniowej
Y = By + f1x; + €;. Obserwujemy dwudziestoelementowg prébke, w ktorej x1 = - =zg=1ix9; =+ =
Tog = 3. Zmienne losowe Y7,..., Y5 sg niezalezne i bledy maja rozklady normalne o wartosci oczekiwanej
0, przy czym Vare; = o2, gdy i = 1,...,10 i Vare; = 40%, gdy i = 11,...,20. Wyznaczono estymatory
BO i Bl parametréw [y i B wykorzystujac metode najmniejszych kwadratow, czyli minimalizujac wielo$é
Z?gl(i/;—ﬁo—ﬁlxi)Q. Wyznaczy¢ stale zg 1 21 tak, aby P(\Bo—ﬁo\ < zpo) =0.951 P(|B1 —p1| < z10) = 0.95.
Odp. 2y =1.181 z; = 0.69

Zadanie 87. Zakladamy, ze zaleznos$¢ czynnika Y od nielosowego czynnika x opisuje model regresji liniowej

Y; = Bx; + €;. Obserwujemy piecioelementowa prébke, w ktorej z; = ¢ dla i = 1,2,...,5. Zmienne losowe
Y1,Ys,. .., Vs saniezalezne i bledy maja rozklady normalne o wartosci oczekiwanej 0, przy czym Vare; = io?,
gdy ©« = 1,2,...,5. Wyznaczono estymator 8 parametru [ wykorzystujac wazona metode najmniejszych

kwadratéw, to znaczy minimalizujac sume Z?Zl % Wyznaczy¢ stala z tak, by P(|3—3| < zo) = 0.95.
Odp. 0.51
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Zadanie 88. Zakladamy, ze zaleznosé¢ czynnika Y od czynnika z (nielosowego) opisuje model regresji liniowej
Y; = Bo+ Bixi+e;. Obserwujemy dziesigcioelementows probke, w ktorej vy = -+ =ax5=1ixg =--- = x19 =
4. Zmienne losowe sa Yi,..., Y1 niezalezne i bledy maja rozklady normalne o wartosci oczekiwanej zero,
przy czym Vare; = o? dlai =1,...,5 oraz Vare; = 902 dlai = 6,...,10. Wyznaczono estymatory BO i 31
parametréw Sy i B wykorzystujac wazong metode najmniejszych kwadratéw, to znaczy minimalizujac sume
S (izfo=frz:)” Wyznaczy¢ stale zo i z; tak, aby P(|80 — o] < 200) = 0.951 P(|31 — B1| < z10) = 0.95.

=1 Vare;

Odp. ) =1.461 z; =0.92
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Estymatory bayesowskie

Zadanie 89. Niech X bedzie zmienna losowa o rozktadzie geometrycznym
folx) =Py(X =2)=6(1-0), x2=0,1,2,...
Zalézmy, ze nieznany parametr 6 jest realizacja zmiennej losowej O, ktéra ma gesto$é (a priori)

362, dla0<6<1,
m(0) =
0, poza tym.
Wyznaczy¢ warto$é bayesowskiego estymatora parametru 6 obliczona na podstawie zaobserwowanej wartosci
X =0, czyli E(6|X =0).
Odp. 0.6

Zadanie 90. Niech Xi,..., X, bedzie probka prosta z rozkladu jednostajnego na przedziale (0,0). Zakla-
damy, ze nieznany parametr 6 jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale (0, 1]. Wyznaczy¢
gestosé a posteriori w(0| X1, ..., X,).

Odp. proporcjonalna do =" na przedziale [M, 1], gdzie M = max{X;,..., X, }

Zadanie 91. Niech X,..., X, bedzie probka z rozkltadu prawdopodobienstwa Pareto o dystrybuancie
1—2, dlaz>0
F — ];9 b) )
o(@) { 0, poza tym.

Przyjmujac bayesowski punkt widzenia, zakladamy, ze nieznany parametr 6 jest zmienng losowsg o rozktadzie
a priori wykladniczym z gestoscia
-6
(0) = {)\e , dla6 >0,
0, poza tym.

Wyznaczyé bayesowski estymator parametru 6, czyli warto$é oczekiwana a posteriori 6=F 0| X1,...,Xn).
n+1

Zadanie 92. Niech X1,..., X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozkladu o gestosci
20
2, dlax >0
— :1:3 b )
fo(@) { 0, poza tym,
gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem. Dla parametru 6 zakladamy rozktad a priori o gestosci
(0) = ¢, dlad€(0,2),
0, poza tym.

Wyznaczyé wartosé estymatora bayesowskiego parametru 6 przy kwadratowej funkcji straty, jezeli zaobser-

wowano probke spelniajaca warunek min{Xy,..., X, } = 1.
Odp. 335
Zadanie 93. Niech X7, ..., X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu wyktadniczego o gestosci
[ 6e 0" dlazx >0,
folw) = { 0, poza tym,

gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem. Dla parametru 6 zakladamy rozktad a priori o gestosci
o= {0 e

Estymujemy parametr 6 przy funkcji straty postaci
L(0,a) = e — (0 —a) — 1.

Wyznaczy¢ estymator bayesowski a parametru 6.

Odp. (n+2)In %’ gdzie T =" | X;
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Zadanie 94. Niech X1, ..., X,, gdzie n > 1, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie
Weibulla o gestosci
20z exp(—0x?), dla z >0,
fo(z) = {0 p( )
. poza tym,

gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem. Zakladamy, ze parametr 6§ ma rozktad a priori o gestodci

() = { ey 0%  exp(—0), dla 0 >0,
0, poza tym.

Wyznaczyé estymator bayesowski 0 parametru 6 przy funkeji straty Esschera L(6,0) = e?(0 — 0)2, gdzie
¢ # 0 jest ustalona liczba.

a+n

Odp. 7{#21‘:1)@%

zadania aktuarialne (estymacja), modyfikacja WZ, strona 19



