Zadanie 1. Niech Xi,..., Xg bedzie proba z rozkladu normalnego z wartoscia oczekiwana 6 i wariancja
1. Nieznany parametr € jest z kolei zmienna losowa o rozkladzie normalnym z wartoscia oczekiwang 0
i wariancja 1. Wyznaczyé bayesowski przedzial ufnosci dla parametru 6, to znaczy przedzial [a,b], gdzie
a = a(Xh...,Xg), b= b(Xl,...,Xg), taki, ze P(Q < G|X1,...,X8) =0.05 = P(9 > b‘Xl,...,Xg)‘

Odp. [X —0.427, X + 0.427]

Zadanie 2. X1, ..., X1 jest proba z rozktadu normalnego N (u, 02), gdzie 1 i 0% sa nieznanymi parametrami.
Niech [L, U] bedzie przedzialem ufnoéci dla parametru u taki, ze dla wszystkich p i o

PHJz (L > ,u) = Pu’gz (U < ,u) = 0.025.
Niech (—oo, W] bedzie jednostronnym przedziatem ufnosci dla p takim, ze P, ,2(W < p) = 0.01 dla wszyst-
kich i 2. Oba przedzialy ufnoéci zbudowane sa w standardowy sposéb w oparciu o $rednig i wariancje X

i §2 z prébki. Wiadomo, ze L = —0.262 i U = 4.262. Wyznaczyé W.
Odp. 4.821

Zadanie 3. Niech X1,..., Xg bedzie préba z rozkladu jednostajnego na przedziale (0,6), gdzie 8 > 0 jest

nieznanym parametrem. ZnaleZ¢ najmniejsze ¢ takie, zeby przedzial [max{Xy,..., Xg}, cmax{Xy,..., Xs}]
byt przedziatem ufnosci dla 6 na poziomie ufnosci 0.9375.
Odp. 1.4142

Zadanie 4. Zakladamy, ze X, Xo, X3, X4, X5 jest préba losows z rozktadu o gestosci

folz) = f2~1, dla0 <z <1,
o 0, poza tym,

gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem. Skonstruowa¢ przedzial ufnosci [0, 6] dla parametru 6 (na poziomie
1 —a = 0.90) tak, zeby Ps(f < 6) = 0.05 = Py(d > 0).
Odp. [32,1831] odzie S = — 37 | In X,

250 28
Zadanie 5. Niech X3, ..., X, bedzie prébka n niezaleznych realizacji zmiennej losowej X o rozkladzie cia-
glym i niech X fn), ey X,(L") oznacza uporzadkowana (od warto$ci najmniejszych do najwiekszych) prébe.

Budujemy przedzial ufnosci dla mediany zmiennej X o postaci U, = (Xén), Xffi)l). Oznaczmy przez n* naj-

mniejsza z tych wartosci n, dla ktorych prawdopodobienstwo pokrycia mediany przez przedzial U,, przekracza
0.95. Wyznaczy¢ n*.
Odp. 9

Zadanie 6. Dwie niezalezne probki proste Xi,..., X, i Yi,...,Y, pochodza z tego samego rozktadu nor-
malnego o parametrach i i 0. Jeden statystyk ma do dyspozycji pierwsza probke, drugi za$ druga. Obaj
statystycy znaja wariancje o2, zaden nie zna wartoéci oczekiwanej p. Kazdy z nich buduje na podstawie swo-
jej probki przedziat ufnoéci dla p na poziomie ufnoéci 0.8. Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, ze zbudowane
przedzialy okaza sie rozlaczne.

Odp. 0.07

Zadanie 7. Na podstawie prébki X1, ..., X, z rozkladu normalnego N (u, 0?) z nieznanymi parametrami p
i 02 budujemy przedzial ufnoéci (02, 02) dla wariancji na poziomie ufnoéci 0.95. Metode wybieramy mozliwie
prosta, korzystajac na przyklad z przyblizenia rozkladu chi-kwadrat z k stopniami swobody rozkladem

normalnym N (k, 2k). Wzgledny blad estymacji przedzialowej mierzymy za pomoca ilorazu R = "22;3—2 Dla
jakiego rozmiaru n prébki E(R) = 0.01.
Odp. 75000
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Zadanie 8. Jacek i Placek dostang probke prosta Xi, ..., X10 z rozkladu normalnego N(u,o?). Obaj nie
znaja wartosci oczekiwanej y, ale Jacek zna wariancje o2, a Placek jej nie zna. Obaj buduja w standardowy
sposéb przedzialy ufnoéci dla p na poziomie ufnosci 0.95. Placek sie¢ chwali: ,mam szanse 10%, ze mdj
przedzial ufnosci bedzie przynajmniej x razy krétszy, niz Twéj”. Znalezé x.

Odp. r = 1.25

Zadanie 9. Niech X1, Xs, X3, Xy, X5 bedzie probka z rozkladu wykladniczego o gestosci prawdopodobien-
stwa:

folz) = fe=%  dla x>0,
o 0 poza tym.

Parametr 6 jest nieznany. Wiadomo, ze estymatorem najwiekszej wiarogodnosci tego parametru jest 0 =
5/8s, gdzie S5 = X7 + Xo + X3 + X4 + X;5. Nalezy zbudowaé przedzial ufnosci dla parametru 6 postaci

Zadamy, zeby ten przedzial byl symetryczny w tym sensie, ze Py(6 < 8) = Py(6 > ). Wyznaczy¢ stale a i a
tak, zeby otrzymaé przedzial na poziomie ufnosci 0.95.
Odp. a = 1.62. @ = 10.24

Zadanie 10. Niech X1, ..., Xy bedzie prébka losowa z rozkladu normalnego N (u,0?), z nieznanymi para-
metrami p i 0. Niech

1 10 1 20 1 10
Xio=— X;, Xoop=— ) X;, 82 =5% =— X, — X10)%
0= 152X X =353 fo= § (X~ Xuo

Nalezy skonstruowaé przedziat [X19 — aS, X1o + aS] taki, ze P, (X0 € [X10 — aS, X109 + aS]) = 0.95.
Wyznaczy¢ odpowiednia liczbe a.
Odp. 2.2622/+/20

Zadanie 11. Zalézmy, ze X1, ..., Xg jest probka z rozkladu normalnego N (u, 02) z nieznanymi parametrami
p i o2, Pan Ixinski mial podaé¢ przedzial ufnoéci dla p na poziomie 0.95, ale nie znalazt tablic rozkladu t.
Poniewaz miat tablice rozktadu normalnego i chi-kwadrat, wigc poradzil sobie tak:

1. obliczyt w standardowy sposéb jednostronny przedzial ufnoéci [0,72%] dla wariancji, na poziomie 0.95;

2. przyjal, ze [X - 13%5,)2 + 13%5
wyznaczone w punkcie 1.

Obliczy¢ faktyczny poziom ufnosci takiego przedziatu ufnosci dla p.
Odp. ~ 0.99

] jest potrzebnym przedziatem dla wartoéci oczekiwanej, gdzie & zostato

Zadanie 12. Mamy pieé¢ niezaleznych probek z tego samego rozkladu normalnego N(p,0?) z nieznana
wartoécia oczekiwang p i znana wariancja o2, przy tym kazda z tych probek ma te sama liczebnoéé n.
Dla kazdej z pieciu prébek oddzielnie wyznaczamy w standardowy sposob przedzial ufnoéci dla p. Niech

[)_(i — 1'1\5/0535" X+ 1'1\5/055"} bedzie przedzialem obliczonym na podstawie i-tej probki (liczba 1.15035 jest

kwantylem rzedu 0.875 standardowego rozkladu normalnego). Nastepnie, przedzial ufnosci oparty na wszyst-
kich 5n obserwacjach wyznaczamy w sposob niestandardowy: za srodek przedzialu wybieramy medianeg
m = med(X1, X2, X3, X4, X5). Obliczyé (z doktadnoscia do 0.01)

p m71.150350 m+1.150350

Odp. 0.97
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Zadanie 13. Zatézmy, ze X1, ..., Xg jest proba z rozktadu normalnego N (i, 02) z nieznanymi parametrami.
Zadanie polega na zbudowaniu przedziatu ufnosci dla wariancji 02. Zadany poziom ufnosci jest réwny 1 —a =
0.99. Rozpatrzmy dwie metody:

Metoda S jest standardowa: budujemy przedzial postaci [0, Gg], gdzie Gg = #, (.82 oznacza nieobciazony
estymator wariancji, za$ ¢ jest odpowiednim kwantylem rozkladu chi-kwadrat);

Metoda N polega na podziale probki na dwie czesci. Podprobke X5, Xo, X3 wykorzystujemy do zbudowania
przedziatu ufnosci [0, G123], za$ podprébke X4, X5, Xg do zbudowania przedziatu [0, G456]. Oba te przedzialy
obliczamy niezaleznie w standardowy sposéb przyjmujac poziom ufnosdci 1 — /a = 0.90. Ostatecznie naszym
przedzialem ufnosci jest [0, Gn], gdzie Gy = max{G1a3, G456 }-

Poréwnaé érednie dlugosci przedzialow otrzymanych obiema metodami.

Odp. EGy = 1.58EGg

Zadanie 14. Kazda ze zmiennych losowych X1, ..., X190 marozktad normalny N (u,0?) z nieznang wartoécia
oczekiwana 4 i znana wariancja o2. Zalozono, ze zmienne sa niezalezne i w standardowy sposéb zbudowano
dla p przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 0.95:

= 1960 - 1.960
X — , X +
V10 V10
W rzeczywistosci zmienne X1, ..., X199 maja laczny rozklad normalny, ale sa skorelowane, Corr(X;, X;) =

0.1 dla wszystkich i # j. Obliczy¢ faktyczny poziom ufnosci.
Odp. 0.45

Zadanie 15. Probka X1, ..., X14 pochodzi z rozktadu normalnego N (p, 0?) z nieznang wartoscia oczekiwana
J i nieznana wariancjg 0. Na podstawie tej prébki zbudowano dla p w standardowy sposéb przedzial ufnosci
na poziomie ufnoéci 1 — a = 0.995

- St S St
Xiuy——,Xu+—|.
{ 14 R i 4}
Niech X5 bedzie zmienna losowa pochodzaca z tego samego rozkladu, niezalezna od Xi,..., X14. Obliczy¢

prawdopodobienstwo tego, ze X15 nalezy do uprzednio wyznaczonego przedziatu ufnosci:

_ S-t - S-t
Py o2 (X14—14<X15§X14+>-

Odp. 0.60

Zadanie 16. Zalézmy, ze X1,..., X, jest probka z rozkladu normalnego N(u, 1), zas Y1, ..., Yy jest probka
z rozktadu normalnego N(u,4), u jest nieznanym parametrem. Niech X = iZ?zl X;, YV = lZ?ZlYi.

9
Zmalez¢ takie liczby 7 i d , zeby przedzial
[rX+(1-7r)Y —drX+(1-r)Y+d]

byl przedziatem ufnosci dla p na poziomie ufnodei 1 —a = 0.95 i przy tym dlugodé tego przedziatu (2d) byla
najmniejsza.

Odp. r =0.64, d = 0.784

Zadanie 17. Zalézmy, ze zmienne losowe X1,..., X109 sa niezalezne i maja rozktady normalne. Zmienna
X; ma rozklad N (u, %), innymi stowy EX; = u, VarX; = % dla i = 1,...,10. Wartos¢ oczekiwana p
(jednakowa dla wszystkich zmiennych) jest nieznana. Nalezy zbudowaé przedzial ufnosci dla p na poziomie
1 — a = 0.95. Przedzial ma by¢ postaci [i — d, ji + d], gdzie i jest estymatorem najwiekszej wiarogodnosci
parametru p. Podaé liczbe d taka, ze

P,(i—d < p<p+d) =095

Odp. 0.3354
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Zadanie 18. Rozwazmy probke X, ..., X, z rozkladu jednostajnego na odcinku [0, 8] (z nieznanym prawym
koticem 6). Niech M = max{Xj,..., X, }. Nalezy zbudowaé przedzial ufnosci dla € na poziomie 90%. Chcemy,
zeby ten przedzial byl postaci [aM, bM], gdzie liczby a i b sa tak dobrane, zeby

P9(9 < CLM) = Pg(@ > bM) = 0.05.
Poda¢ dtugosc¢ tego przedziatu.

Odp. ((1/2>— ’(/%)M

Zadanie 19. Zalézmy, ze Xi,..., X4 jest probka z rozkladu normalnego N(p,0?) o nieznanej wartosci
oczekiwanej i nieznanej wariancji, za$ jest X5 zmienng losows z tego samego rozktadu, niezalezna od prébki.
Interpretujemy zmienng X5 jako kolejng obserwacje, ktéra pojawi sie w przyszlosci, ale obecnie jest nieznana.
Zbudowaé ,,przedzial ufnosci”

[L, U] = [L(X1,...,X4),U(Xy1,...,X4)]
oparty na prébce X7, ..., Xy taki, ze
Pyo2(L(Xy,...,Xy) < X5 <SU(Xy,...,Xy4)) =095,

przy tym zadamy, zeby przedziat byl symetryczny, tzn. %(L +U) = X. Uzywamy tutaj oznaczen:

4
X=X, $= %Z(Xi - X)*
i=1 i

| =

Odp. L = X —3.5585, U = X + 3.5585

Zadanie 20. Zakladamy, ze X,..., X710 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach normalnych,
przy czym EX; = p i VarX; = 7-. Parametry p i 0? sa nieznane, a wagi w; (i = 1,...,10) sa znane.
Zbudowaé przedzial ufnosci [6%, 53] dla o na poziomie ufnoéci 1 — a = 0.9.

Odp. | DX 30, wilXi=Xu)* Do, wiki

=1 , gdzie X,y = 10
Dty

16.9190 ’ 3.3251

Zadanie 21. Losujemy n (n > 3) niezaleznych realizacji zmiennej losowej z rozkladu jednostajnego na prze-
dziale (0, 8). Po uporzadkowaniu zaobserwowanych wartosci w ciag rosnacy {1, ..., Ty} tworzymy przedzial
(221, 22,—1). Dobra¢ najmniejsze n, przy ktérym prawdopodobienstwo tego, ze tak utworzony przedzial
pokrywa wartos¢ parametru 6 jest wieksze niz 0.9.

Odp. 7

Zadanie 22. Niech X;i,..., X, beda zmiennymi losowymi o rozkladzie Pareto(1,a1), a Yi,...,Y,, beda
zmiennymi losowymi o rozkladzie Pareto(1,as), gdzie ai,as > 0 sa nieznanymi parametrami. Wszystkie
zmienne sa niezalezne. Na poziomie ufnosci 1 —« budujemy przedzial ufnosci [dT, ¢T] dla ilorazu parametréw

Z—; na podstawie estymatora najwiekszej wiarogodnosci T' tego ilorazu w ten sposéb, ze

ay aq «
Pal’a2 (CT < a2> = P1117112 (dT > a2> = 5

Wyznaczyé dlugosé przedziatu ufnosci, gdy a« = 0.1, m =4, n = 5.
Odp. 3.02T
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Zadanie 23. Niech (X1,Y7),...,(X,,Y,) beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkla-
dzie normalnym z nastepujacymi parametrami: nieznana wartoscia oczekiwang EX; = EY; = u, wariancja
VarX; = %, VarY; = 1 i wspélezynnikiem korelacji Corr(X;,Y;) = 0.5. Osobno na podstawie préb losowych
X1,...,X,1Y,...,Y, zbudowano dwa przedzialy ufnosci dla wartosci oczekiwanej u, kazdy na poziomie
ufnosci 0.8. Obliczyé¢ prawdopodobienstwo, ze tak zbudowane przedzialy okaza sie rozlaczne.

Odp. 0.03

Zadanie 24. Zakladamy, ze Xi,..., X2 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach normalnych,
przy czym EX; = piVarX,; = "72, gdzie parametry i € Ri 02 > 0 sg nieznane. Budujemy przedzial ufnoéci
[6,63] dla parametru o na poziomie ufnoéci 0.9. Niech X = -5 21121 XiX, =+ leil iX;. Wyznaczy¢
61163 tak, by P, ,2(6% > 0%) = P, ,2(63 < 0%) = 0.05.

12 . > 12 . >
od Dol X=X DT (X=X )?
p. 19.6752 1 1.5748

Zadanie 25. Dysponujac piecioma niezaleznymi prébkami losowymi o tej samej liczebnosci n, z tego samego
rozktadu normalnego N (p,0?) z nieznana wartodcia oczekiwana p i znang wariancja o2, zbudowano pieé

standardowych przedzialéw ufnoéci dla parametru p postaci [X'i — 1.2816%, X; + 1.2816%} , gdzie X; jest

$rednia z obserwacji w i-tej probee, i = 1,2, 3,4,5. Nastepnie zbudowano przedzial ufnosci dla parametru u
postaci

g ag
—1.2816— 1.2816—
[m N ﬁ] ’

gdzie m = med{ X1, Xo, X3, X4, X5}. Wyznaczyé

o o
P, [m — 1.2816% <p<m+ 1.2816} .

v
Odp. 0.98288

Zadanie 26. Niech X1,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozkladu Weibulla o gestosci

[ 3022 exp(—023), dlax >0,
folw) = {0, poza tym,

gdzie 0 > 0 jest nieznanym parametrem. Przedzial ufnosci dla parametru 6 w oparciu o estymator najwiekszej
wiarogodnosci 6,, = 0,,(X1, ..., X,,) parametru 6 otrzymujemy rozwiazujac nieréwnosé

0, —0

FORG

<z,

gdzie o%(0) jest wariancja asymptotyczng statystyki 0, i liczba z spelnia

0,, — 0
lim Py Vn| <z| =095
n—o0o 0-(9)
Wyznaczy¢ postaé¢ przedzialu ufnoscei.
Odp. Do X3(Vnt1.96) YT Xf’(\/ﬁ—l.%):|
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