1. Niech X1, Xo, ..., X, bedzie préba losowa z rozktadu skoncentrowanego na dodatniej po6tosi i niech gestosé
tego rozktadu wyraza sie wzorem #2ze= %, 0 > 0. Wyznaczy¢ estymator nieobciazony o minimalnej wariancji
parametru 6.

Zadanie rozwiazemy w trzech krokach:

1. pokazemy, ze rozklad jest z rodziny wyktadniczej;

2. znajdziemy minimalng i zupelna statystyke dostateczna dla 6;

3. znajdziemy estymator nieobciazony oparty na statystyce dostatecznej - z twierdzenia Rao-Blackwela wy-
nika, ze jest to poszukiwany estymator.

Rozklad préby ma gestosé 027 ]I, z;exp{—0> ;" x;}. Te gestos¢ mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci

wykladniczej
n n
exp {—QZ@ — 2n10g9} Haji.
i=1 i=1

7 twierdzenia o faktoryzacji wynika, ze T' = Z?:l X jest statystyka dostateczna dla parametru 8, a poniewaz
rozwazany rozklad nalezy do wykladniczej rodziny rozkladéw, wiec jest to statystyka minimalna i zupelna.
Kazda z niezaleznych zmiennych losowych X; ma rozklad Gamma z parametrami (2,6). Tak wiec zmienna

losowa T' ma rozklad Gamma z parametrami (2n, 6). Wartosé oczekiwana tej zmiennej losowej wynosi 27".

Sugeruje to, ze poszukiwany estymator oparty bedzie na statystyce %

Wyznaczamy warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej 1/7":

o0 2n on B
F l — / 1 0 t2n_1€_9t dt — 0 F(Qn 1) _ 0
T 0 t F(?n) 927171].—‘(277,) m—1

A zatem poszukiwanym estymatorem nieobcigzonym o minimalnej wariancji parametru 6 jest

2n —1
E:‘Ll Xi
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2. Niech X;;, 1 =1,...,4, j = 1,...,n; beda wynikami lotniczych pomiaréw katéw 6,02, 03,0, pewnego
czworokata na powierzchni ziemi. Zalozy¢, ze obserwacje obciazone sa bledami, ktére sg niezalezne, maja
wartosé oczekiwang zero i taka sama wariancje o2 i przy tych zatozeniach wyznaczyé estymator najmniejszych

kwadratéw poszczegdlnych katéw. Wyznaczyé nieobciagzony estymator wariancji o2.

Obserwacje zapisujemy w postaci:
Xij =0; + &5, 1= 1,2,3,4, j=1,...,n;
gdzie €;; oznacza blad j-tego pomiaru i-tego kata. Obserwacje mozemy zapisa¢ w postaci nastepujacego
modelu liniowego
X = Af +e,

gdzie X oznacza kolumnowy wektor pomiaréw uporzadkowanych leksykograficznie, § = (61,65, 03,04)7, ¢
oznacza wektor bledéw (uporzadkowany leksykograficznie) oraz A jest macierza o wymiarach n x 4 (n =
ny + ng + ng + ng) postaci

1, 0, 0, 0,
A — Qng lnz an an_)
B Qns Qns =n3z =ng
0,, 0, 0, L,

Tutaj 1 oraz Q oznaczaja kolumnowe wektory jedynek i zer odpowiednio.
Ze wzgledu na to, ze mierzone sg katy czworokat, to nalezy uwzglednié to, ze 61 + - - - + 04 = 27. Mamy wiec
jeden warunek ograniczajacy, ktéry w zapisie macierzowym ma postaé l}:Q = 2m. W celu znalezienia estyma-
tora najmniejszych kwadratow wektora 6 przy powyzszym warunku nalezy znalez¢é wektor minimalizujacy
funkcje Lagrange’a:

B0, ) = (X — A0)T (X — A8) + A(1T0 — 27).

Obliczaja pochodne czastkowe (wzgledem 6 oraz A) powyzszej funkcji i przyréwnujac je do zera otrzymujemy

uktad réwnan normalnych .
ATA 1,]70] _[A"X
1 o] [A] [ 2m |

Poniewaz
nt 0 0 07
T 4 0 no 0 0
AA= 0 O n3 O

0 0 0 mngl

wige (korzystajac ze wzoru na odwrotno$é macierzy blokowej)

1 _ 1 _1 _1 _1 1

ni n n n n 4

1 _1 1 1 _1 _1 1

T - n no n n n 4
{ATA LL} _| _1 S T U T A
n n ns n n 4

L 0 _1 _1 _1 1 _ 1 1
n n n ng n 4

1 1 1 1 _1

4 4 4 4 n

Estymatorami najmniejszych kwadratéw poszczegdlnych katéw sa wiec

91-:X1——X+%, i=1,2,3,4,

gdzie X; = % S, Xy oraz X = S >oiy Xij. Nieobciazonym estymatorem wariancji o jest
1

ngmﬂl—fﬁwz (X — AD)T (X — AD).

n —rzad(A)

W naszym zadaniu

1 L _ _ T2
§2 = —— |3 (X — X 4 (X - )

i=1j=1
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3. Na podstawie probki losowej X1, Xo, ..., X, z rozkladu wykladniczego o gestosci fe™*" wyznaczyé¢ naj-

krétszy przedzial ufnosci dla parametru 6.

"X, . o,
Niech X = (X3,...,X,). Pokazemy, ze T'(X,0) = 51— jest funkcja centralna (oczywiscie 6 > 0).
1. Dla kazdego ustalonego X funkcja T(X, -) jest funkcja monotoniczna (malejaca).
2. 7 lekcji rachunku prawdopodobienstwa wiadomo, ze Z?zl X; ma rozklad o gestosci %u”fl exp{—ud}

(rozklad Gamma z parametrami n oraz ). A zatem, dla kazdego 6, funkcja T'(+, 0), traktowana jako zmienna

losowa ma rozklad o gestosci ﬁu”_l exp{—u}, czyli rozklad Gamma z parametrami n oraz 1. Jest to

rozktad niezalezny od nieznanego parametru 6.

Dla zadanego poziomu ufnoéci v, istnieja dwie takie liczby ¢; oraz cs, ze
P{c; <T(n,1) < c2} =7,

gdzie I'(n, 1) oznacza zmienna losowa o rozkladzie Gamma z parametrami n oraz 1. Mamy wiec

e
P{01<ZZ_91<CQ}:’7.

Przedzial ufnosci (na poziomie ufnosci ) dla parametru 6 ma zatem postaé:

"X, "X,
(Ez—l ? <0< Ez:l 1>.

C2 C1
Poniewaz mamy znalezé najkrétszy przedzial ufnosci, wiec mamy znalezé takie liczby ¢; oraz co, by

1 1
— — — bylo najmniejsze
C1 Co

przy warunku
P{Cl < F(’I’L7 1) < CQ} = F(CQ) — F(cl) =.

Tutaj F(-) oznacza dystrybuante rozkladu zmiennej losowej I'(n, 1). W celu znalezienia rozwiazania budujemy
funkcje Lagrange’a:
1 1
plervead) = (= &)+ A(F(er) ~ Flen) = ).
C1 C2
Wyznaczamy pochodne funkcji Lagrange’a i przyréwnujac je do zera otrzymujemy uklad réwnan (f(-) ozna-
cza gestosc rozkladu zmiennej losowej I'(n, 1)):

ah(Cl, Co, A) 1

b g Ml=0
(')h(cl,cQ,)\) - 1 -

862 - C% + )‘f(CZ) =0
ah(cl,CQ,)\)

N :F(Cg)—F(Cl)—’Y:O

Poszukiwane liczby ¢y oraz cs sa rozwiazaniem uktadu rownan:

{C%f(cl) =3 f(c2)
F(c2) = F(er1) =

Ten uklad mozna rozwiazaé¢ numerycznie (dla danego n). Uzyskane liczby dadza najkrétszy przedzial ufnosci
dla parametru 6 na poziomie ufnoéci ~.
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4. Niech X1, Xa, ..., X,, bedzie préba losowa z rozktadu N (i, 0?), przy czym parametry u i o2 sa nieznane.
Skonstruowaé test hipotezy zerowej, ze ¢ = o¢ wobec hipotezy alternatywnej o # og.

Skonstruujemy test dla réwnowaznego problemu Hy : 02 = o7 przeciwko H; : 0% # o3. Poniewaz obie

hipotezy sa hipotezami ztozonymi, wiec test bedziemy konstruowaé¢ w oparciu o iloraz wiarogodnosci:

su L(p, 0% X,,..., X
hipoteze Hy odrzucamy, jezeli A(X1,...,X,) = Puen.o>>0 L1 5 ! ") >u
Sup,uGR,Uz:aS L(/va o X1,... aXn)

gdzie u jest taka stala, Ze test ma zadany poziom istotnoéci o, natomiast L(u,o?; X1,..., X, ) jest funkcja
wiarogodnosci. W rozpatrywanym modelu gaussowskim funkcja wiarogodnosci ma postaé

1 \? 1 &
2. — _— )2
L(/J,’O' 7331""71‘71) - (0_227_[_) exp{—202 ;(xl /’(‘) }

7 definicji estymatoréw najwiekszej wiarogodnosci wiadomo, ze

sup L(/U'702;X17"'3Xn):L(Xasz;Xl,“';Xn)
HER,02>0

gdzie

i=1 i=1
sg estymatorami najwiekszej wiarogodnoéci odpowiednich parametréw modelu gaussowskiego.
Jak tatwo policzy¢

sup  L(p, 0% X1,...,X,) = L(X,08; X1,...,X,)
HER,02=0?

Zatem, po dokonaniu podstawien, otrzymujemy

AXy,... X)) =

(1/5227)"* exp {~2}
(1/0827r)n/2 exp {—%5—2}

2
0

Jak tatwo zauwazy¢, iloraz wiarogodnodci jest funkcja postaci %exp{t — 1}, gdzie t = S?/03. Szkic wykresu
tej funkcji ponizej.

Zatem, nier6wnosé¢ A(X1,...,X,) > u jest spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy

2 52
— <c lub —>c
0 0

Liczby ¢; i co dobrane sg tak, by test mial poziom istotnosci a, to znaczy by byl spelniony warunek

S? S
supPl“,2{2<cl lub —>cp=a
uwer 0 L0g i

Do znalezienia liczb ¢; oraz co wykorzystujemy fakt, ze jezeli hipoteza zerowa jest prawdziwa, to (dla kazdego
p € R) zmienna losowa (n — 1)S?/03 ma rozklad chi-kwadrat z n — 1 stopniami swobody.
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