Spis tresci

Spis tresSci

1 Wstep
1.1 Statystyka matematyczna . . . . . . . .. .. ... ... ..
1.2 Literatura . . . . . . . . . . ..o e
1.3 Model statystyczny . . . . . . . . ...
1.4 Preliminaria . . . . . . . ... ...
2 ENMW
2.1 OkreSlenie . . . . . . . . . L
2.2 Twierdzenie Rao-Blackwella . . . . . .. ... ... ... ....
2.3 Model dwupunktowy . . . . .. ... L oL
24 Model Poissona . . . . .. ... Lo
2.5 Modelgaussowski. . . . . . ... ... ..
2.6 Nier6wno$¢ Cramera-Rao . . . . . .. .. ... ... ... ...
277 Antyprzyktady . ... ... .. ...
3 ENW
3.1 Przyktadwstepny . . . . . ... ... L
32 Okreslenie . . . . . . ...
3.3 Model dwupunktowy . . . . ... ...
34 Model Poissona . . . . ... ...
3.5 Model gaussowski. . . . . ... ... ... L
3.6 Asymptotyka . . . ...
37 Immeprzyklady . . ... ... ... ... ... ... ...
4 EMNK
4.1 Przykladwstgpny . . . . . . . ...
42 OkreSlenie . . . . . . . . ...
43 Modelliniowy . . . . .. .. ..
44 Przyklady . . . . .. ..
45 WilasnoSci . . . . ...
4.6 Estymacjawariancji . . . . . . . . . ... ...
47 WiasnoSci probabilistyczne . . . . . . ... ...



1 Wstep

1.1 Statystyka matematyczna

STATYSTYKA

nauka poswigcona metodom badania (analizowania) zjawisk masowych; polega
na systematyzowaniu obserwowanych cech ilo§ciowych i jakoSciowych oraz przed-
stawianiu wynikéw w postaci zestawien tabelarycznych, wykreséw, itp.; postu-
guje si¢ rachunkiem prawdopodobienstwa.

STATYSTYKA MATEMATYCZNA
dzial matematyki stosowanej oparty na rachunku prawdopodobienistwa; zajmuje
si¢ badaniem zbioréw na podstawie znajomosci wtasnosci ich czgsci.

Encyklopedia Popularna PWN, Warszawa 1982

1.2 Literatura

Literatura

e Silvey S. D. 1978: Wnioskowanie statystyczne,
PWN Warszawa

e Zielinski R. 1990: Siedem wyktadéow wprowadzajacych do statystyki ma-
tematycznej, http://www.impan.pl/~rziel/Books.html

e Jaworski S., Zielinski W. 2012: Zbiér zadan z rachunku prawdopodobieii-
stwa 1 statystyki matematycznej, http://wojtek.zielinski.statystyka.info/dydaktyka.htm



Literatura
e Krzysko M. 1994 Statystyka matematyczna, UAM Poznari
e Krzysko M. 1997 Statystyka matematyczna, Czg$¢ II, UAM Poznan

e Rao C. R. 1982: Modele liniowe statystyki matematycznej, PWN, War-
szawa

e Rao C. R. 1994: Statystyka i prawda, PWN, Warszawa
e Zielinski R., Zielinski W. 1990 Tablice statystyczne, PWN Warszawa

e Zielinski W. 2001, Tablice Statystyczne, Wyd. V poprawione i uzupet-
nione, Fundacja Rozwéj SGGW

1.3 Model statystyczny

Model statystyczny: przyklad 1

Model probabilistyczny
Rzucamy n—krotnie symetryczna monetg.

({0,1,...,n}, Bin(n,0.5))

Model statystyczny
Rzucamy n—krotnie jaka$§ moneta.

({0,1,...,n},{Bin(n,0), 6 € [0,1]})

Model statystyczny: przyklad 2

Model probabilistyczny
W pewnym gatunku owadéw jest 40% osobnikéw meskich. Owady chwytamy do
uzyskania ustalonej liczby k osobnikéw meskich.

({k,k+1,k+2,...}, NB(k,0.4))

Model statystyczny
W pewnym gatunku owadoéw jest pewien odsetek osobnikéw meskich. Owady
chwytamy do uzyskania ustalonej liczby k& osobnikéw meskich.

{k,k+1,k+2,...},{NB(k,0), 0 € [0,1]})



Model statystyczny: przyklad 3

Model probabilistyczny
Z grupy N os6b wsrdd ktorych jest znana liczba M kobiet losujemy n oséb.

({0,1,..., MY, H (N, n, M))

Model statystyczny
Z grupy N os6b wsrdd ktérych jest nieznana liczba M kobiet losujemy n 0séb.

({0,1,...,M},{H(N,n,M), M €{0,1,...,N}})

Model statystyczny

OKreSlenie
(‘)(787{]39’ 0 e @})
Problemy
e Ile wynosi 0? (estymacja)

e W zbiorze © wyrdézniony jest podzbiér ©y. Czy 0 € ©,? (weryfikacja
hipotez statystycznych)

Model statystyczny

Idea wnioskowania statystycznego

1.4 Preliminaria

Proba

Okreslenie
niezalezne zmienne losowe X, X, ..., X, o jednakowym rozktadzie Fj z dys-
trybuanta Fj i gestoscia py

Dystrybuanta empiryczna

n



‘Whioski
Populacja
o populacji

Dystrybuanta empiryczna
Wazne fakty
e Dla kazdego t € R zachodzi FyF,,(t) = Fy(t)
e Dla kazdego ¢t € R zachodzi Pp{lim,, o F,,(t) = Fy(t)} =1

e Dla kazdego ¢ € R rozklad zmiennej losowe]
E,(t) — Fy(t
VEF(t)(1— Fy(t))
dazy do rozktadu N(0,1) przy n — oo

Dystrybuanta empiryczna

Podstawowe twierdzenie statystyki matematycznej

Jezeli proba X, X, ..., X,, pochodzi z rozktadu Fjy, to zmienna losowa
Dy, = sup |F,(t) — Fy()]
—oo<t<oo

dazy do zera z prawdopodobienstwem 1.

Dystrybuanta empiryczna

Podstawowe twierdzenie statystyki matematycznej - ilustracja
({0, 1,...,20}, {Bin (20,) , 6 € [0,1]})

,Dystrybuanty” dla
6 =0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9



Dystrybuanta empiryczna

Podstawowe twierdzenie statystyki matematycznej - ilustracja
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Dystrybuanta empiryczna

Podstawowe twierdzenie - ilustracja n = 10
Préba: 9,10,13,9,10,11,5,5,12,9

0, t <9,
2/10, t <9,
, 5/10, t < 10,
Fy(t) = A< Slto st 7/10, t <11,
8/10, t< 12,
9/10, t< 12,
1, t>13,

Dystrybuanta empiryczna

Podstawowe twierdzenie - ilustracja n = 10

Dystrybuanta empiryczna

Podstawowe twierdzenie - ilustracja n = 10
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Dystrybuanta empiryczna

Podstawowe twierdzenie - ilustracja n = 10

Dystrybuanta empiryczna

Podstawowe twierdzenie - ilustracja n = 100

Dystrybuanta empiryczna

Podstawowe twierdzenie - ilustracja n = 1000

Statystyka
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Okreslenie
odwzorowanie T : (X, {P,, 6 € ©}) — RF
Statystyka jest zmienng losowa!

Estymator
Statystyke taka, ze T'(X') = © nazywamy estymatorem parametru ¢
Oznaczenie: 0

Funkcja straty

OKkreSlenie
Funkcja
L . @ X @ — R+

taka, ze
(Vo€ ©) L(0,0)=0
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Zadanie R .
Znale7¢ taki estymator 6, ktéry ,,minimalizuje” strate L(0(z),0) dla wszystkich
0eo

Typowo: minimalizacja EyL(6(X), 6)

Kwadratowa funkcja straty

Okreslenie
Funkcja
©x0 >3 (0,0 — Lv,0) = (19—9)2 ER,

Biad éredniokwadrAatowy estymatora 6
Ry(0) = E»(0(X) — 0)?

A~ ~

= Bp(0(X) — Eof(X))? + (Eef(X) — 6)?
= D20(X) + (Ef(X) — 6)*

Estymator nieobciazony

OKkreslenie X
B¢ =0 (V0 € ©)

Biad éredyiokwadratowy estymatora 6
Jezeli £y = 0 (V0 € O), to A X
Ry(0) = Dj0



Dostatecznosé

OKkreslenie
Statystyka T jest dostateczna, jezeli rozktad warunkowy Pp{:|T" = t} nie jest
zalezny od @ dla wszystkich 0 € ©.

Dostatecznos$é
Przyktad
({0,1},{D(0), 0 € [0,1]})

Whioskujemy o parametrze ¢ na podstawie proby X, Xs, ..., Xs.

Préba 1: X1:1,X2:1,X3:1,X4:0,X5:O
Préba 2: X1:1,X2:0,X3:1,X4:0,X5:1
Préba 3: X1:0,X2:1,X3:0,X4:1,X5:1
Dostatecznos¢

Przyktad cd

Prawdopodobienistwa realizacji poszczeg6lnych préb:
Py{Préba 1} = 63(1 — 6)*

Py{Préba 2} = 03(1 — 0)?
Py{Préba 3} = 6°(1 — 0)?

Dostatecznosé

Przyktad cd
Istotna informacja: X; + Xy + X5+ Xy + X5(=21T)

Py{X1=21,Xo =19, Xs=13, X4 =24, Xs=05|T =t}

- 1/(?), jeZelix1+x2+x3+x4+x5:t,
0, w przeciwnym przypadku.

T =37, X, jest dostateczna dla wnioskowania o §

10



Dostatecznosé

Twierdzenie o faktoryzacji
Statystyka 7" jest dostateczna dla rodziny rozktadéw {Fp : 6 € ©} wtedy i tylko
wtedy, gdy gestosé py(2) moze by¢ przedstawiona w postaci

po(x) = go{T(x)}h(x),
gdzie funkcja h nie zalezy od 6.

Dostatecznosé

Minimalna statystyka dostateczna
Statystyke dostateczng 7' nazywamy minimalng statystyka dostateczna, jezeli dla
kazdej statystyki dostatecznej S istnieje funkcja h taka, ze T' = h(S)

Zupelnosé
Statystyka 7" jest zupelna, jezeli dla wszystkich 6 € © zachodzi Eyh(T) = 0, to
h=0

Rodziny wykladnicze

OKreSlenie
Rodzina rozktadéw prawdopodobieristwa { Py : 6 € O} nazywa si¢ rodzing wy-
ktadnicza, jezeli kazdy rozktad Py ma gestoS¢ py o postaci

po(x) = exp {Z ¢ (0)T;(x) = 5(9)} ~h(x),

j=1

gdzie T’ (x), Ty(x), . . ., T} (x) sa liniowo niezaleznymi funkcjami oraz {(c; (6), c2(6), . . .

6 € O} jest pewnym k wymiarowym zbiorem w R,

Rodziny wykladnicze

Twierdzenie
Jezeli {Py : € ©} oraz © C R* jest rodzing wykladnicza rozktadéw z gesto-
Sciami
k
po(x) = exp {Z ¢ (0)T5(x) — b(ﬁ)} ~h(x),
7=1
to (11(z), Tz(x), . .., Tx(x)) jest (k—wymiarowa) minimalng statystyka dostateczna
zupelna.

11
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2 ENMW

2.1 OKreslenie

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji

Problem

Model statystyczny (X', B, { P, 0 € O})
Niech g : © — R! bedzie znana funkcja
Zadanie: oszacowa¢ nieznang warto$¢ g(6)

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji
Estymator wielkosci ()
Wybrac takie 6(X1, X, ..., X,) by (V4 € O)

E@(S(Xl, XQ, e 7Xn) = g(@)

D2(6) = Ep (0(X1, Xa, ..., X,) — g(0))* = min

2.2 Twierdzenie Rao-Blackwella

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji

Twierdzenie (Rao—Blackwella)

Jezeli g jest estymatorem nieobciazonym i jezeli T jest statystyka dostateczng
zupelna, to Fy(g|T) jest réwniez estymatorem nieobcigzonym o jednostajnie nie
wigkszej wariancji niz wariancja estymatora g.

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji

Twierdzenie
Jezeli T jest statystyka dostateczng zupetna i jezeli dla danej funkcji g istnieje
funkcja g taka, ze

(V0 € ©) Epg(T) = g(0),

to §(T') jest EN MW [g(6)].

12



2.3 Model dwupunktowy

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyklad

Model dwupunktowy: estymacja parametru 6
Model pojedynczej obserwacji X:

({0, 1},{D(#), 6 € [0,1]})
Rodzina {D(6), 6 € [0, 1]} jest rodzing wyktadnicza:
po(x) = 6°(1 — )~

:exp{xlog +10g(1—0)}, x=0,1

1-46
Statystyka dostateczna: T'(z) = x

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyklad

Model dwupunktowy: estymacja parametru ¢
Model dla proby X;, Xo, ..., X,;:

({0,1},{D(0), 0 € [0,1]})"

po(z, . a) =[] 07 (1 —0)'

=1

= exp {log . f 7 ZJIJZ + log(1 — 9)}
i=1

Statystyka dostateczna: T = ) Xj.

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyklad
Model dwupunktowy: estymacja parametru ¢
Model dla statystyki 7'

Funkcja g: g(0) =6
Poniewaz
EQT = n@,
wiec
T
ENMWI0] = —

n

13



Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyktad

Model dwupunktowy: estymacja wariancji 6(1 — 0)
Funkcja g: g(0) = 6(1 — 0)
Wyznaczy¢ g taka, ze V0 € ©

Epg(T) =0(1—-0)

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przykltad

Model dwupunktowy: estymacja wariancji 0(1 — 0)

Zg ()9%—9) =0(1—0)

_ 9)";%5) <2> <%)t -
S0l () - (29 0 ()

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyktad

Model dwupunktowy: estymacja wariancji 6(1 — )
Podstawienie: v = 6/(1 — 0)

14



2.4 Model Poissona

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyklad

Model Poissona: estymacja P{X =0} = ¢~?
Model pojedynczej obserwacji X:

({0,1,2,.. },{Po(6), 0 € . })
Rodzina { Po(0), 6 € R, } jest rodzing wyktadnicza:
01‘
pg(.%') - I' -’
= exp{zlogf — 9} s r=0,1,2,...

Statystyka dostateczna: T'(z) = x

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przykiad

Model Poissona: estymacja Pp{X =0} = e~
Model dla préby X, Xo, ..., X,:

({0,1,2,...},{Po(9), 0 € R, })"
n i y

po(T1,. .., x,) = | xi!e
=1

& 1
= exp {logHin — n@} T

=1
Statystyka dostateczna: T = ) Xj.

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyklad

Model Poissona: estymacja P{X =0} = ¢~?
Model dla statystyki 7'

({0,1,2,...},{Po(nf), 0 € R, })
Funkcja g: g(0) = e =22 )
e estymator nieobcigzony \*

o \=E(NT)

15



Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyktad

Model Poissona: estymacja Py{X = 0} = e~?
1, jezeli X; =0,
0, jezeli X; > 0.

vy
)\—n;Y]

Y;.:

Estymator \* jest nieobciazony

EY;=1-P{X =0}+0-P{X >0} =¢"’

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyklad

Model Poissona: estymacja Py{X = 0} = e’
Wyznaczamy A = Ey(\*|T)

1 n

j=1
— Ey(1|T =t) = P{X; = 0|T =t}
=) P{X1=0Xp=12s,... X, =, |T =t}

ro+-Frn=t

ozn QQ

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przykltad

Model Poissona: estymacja P{X =0} = ¢~?
Pg{Xl :l'l,XQ :.CEQ,...,Xn :.Z'n|T:t}
. Pg{Xl :1'17X2 :xz,...,Xn:l'n,T:t}

PAT =t}
_Jo, jezeli > x; #t
N {exl;lmzzv_ne ' (ne)ttfwwv jezeli Y x; =t
0, jezeli > x; #t
B {#'x, jezeli S a; =t

16



Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyktad

Model Poissona: estymacja Py{X = 0} = e~?

Poniewaz

t § t‘ 1 Tn

<a1+...+an): —' 'al ...an
T1:oo . Ty
1+ F+Tn=t
wiec
t!
Z i =
B

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyklad

Model Poissona: estymacja P{X =0} = ¢~?

Zatem | ( )t
t! n—1
@ — —
Z ntxy! ... x,! nt

. 1\*
A= (1 . _)
n
Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyklad

Model Poissona: D2\ vs D3 \*
DI = E\A? = X2

Czyli

0 2 0o (n—1)29 t
B2 =Y [(1 B %)t] (Tf)te_ne - 2; [ ”t! }
t—

t=0

fnee(”‘n”za — o (24h)e

=e

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyktad
Model Poissona: D3\

Model Poissona: D3 \*

17



Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyktad

Model Poissona: D2\ vs D2 \*

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyklad

Model Poissona: estymacja Py{X = 0} = e¢~?
Nieche > 0

PN =X <e} =2 P{A-)\<e}=?
1 n n
=Y Y Y; ~ Bi =e?
A n; 5 ZZ:; f m(n,)\ e )

n

. 1\
)\:(1——) ; T:ZXiNPO(nez—nlog)\)

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyklad

Model Poissona: estymacja Py{X =0} = e~? (¢ = 0.05;n = 50)

18



A PN =A<} | P{IA=)\ <&}
0.1 0.7661 0.9793
0.2 0.6235 0.8358
0.3 0.5593 0.7275
0.4 0.5291 0.6256
0.5 0.5201 0.6052
0.6 0.5291 0.5719
0.7 0.5593 0.5912
0.8 0.6235 0.6240
0.9 0.7661 0.8092

2.5 Model gaussowski

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyklad

Model gaussowski: estymacja parametrow
Model pojedynczej obserwacji X:

(BAN (1,0%), 0= (p,0%) ER X Ry })
Rodzina {N (u,0?%),0 = (u,0%) € R x Ry } jest wyktadnicza

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyklad

Model gaussowski: estymacja parametrow
1 1 (fx—p 2
o(z) = exp ——
Juale) = p{ (55 )}
L oo s /o
:eXp{—ﬁﬂf —F;.CC— (ﬁ_FlOg <O' 271')

Statystyka dostateczna: (T1(z), Tx(x)) = (z, 2?)

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyktad

Model gaussowski: estymacja parametrow
Model dla proby X;, Xo, ..., X,:

(R’ {N (M,UQ) 0= (u,0%) ERX R+})n —

(IR{”, {Nn (,uln,U2In) , 0= (n,0%) €ER X IR+})
Statystyka dostateczna: (71, T3) = (> X;, > X?)

19



Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyktad

Model gaussowski: estymacja parametrow

Niech
_ 1
X =— X;

Z(Xi — )%, jest znane,
SQ — iil
Z(Xi — X)?,  pu nie jest znane.

=1

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyklad

Model gaussowski: estymacja parametrow
Zmienna losowa X ma rozktad N (u, %2>

Zmienna losowa S? /0% ma rozktad chi—kwadrat z v stopniami swobody:

n, (4 jest znane,
UV =
n — 1, pnie jest znane.

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyklad

Model gaussowski: estymacja parametrow

«

B ogo- 1T v+a >0,
w,o - v,

0, v+ a <0,

gdzie K, , =T (g) / (2%1“ (u+a))

2

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przykltad

Model gaussowski: estymacja parametréow
Jezeli i, oraz o nie sa znane, to

o ENMWI[y = X

° ENMW[UQ] = ﬁSQ

20



2.6 Nierownos$¢ Cramera-Rao

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji

Informacja
Toscia informacji o 6 zawarta w X nazywamy wielko$¢ Iy = Fy[{01og pe(X)/00}?]

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji

Nieréwnos¢ Cramera-Rao
Niech {P, : 6 € ©} bedzie rodzing rozktadéw, niech # bedzie parametrem licz-
bowym i niech © bedzie przedzialem na prostej. Zaktadamy, ze dla kazdego 6
rozklad Py ma gestoS¢ py. Jezeli spetnione sa pewne warunki regularnosci, to
nieréwnos¢é

Dpo* > 1"

spetniona jest dla kazdego estymatora nieobcigzonego 6* parametru 6

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji

Efektywnos¢
Liczbe

o 1!
eff(0") = DG
[

nazywamy efektywnosciq estymatora 0*

Lemat

Jezeli spetnione sa warunki regularnosci, to
2

0
Iy = Ey [—ﬁlogpg()()]
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Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyktad

Model gaussowski
Obliczamy 1,

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyklad

Model gaussowski

Llogpula) = > (X )

O =1
0? n
012 log p.(z) = 52
Zatem n
-[/.L — F
Poniewaz D?X = o2 /n, wigc
eff(X) =1

2.7 Antyprzyklady

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyktad

71y estymator - uciety rozklad Poissona
Model pojedynczej obserwacji X:

({1,2,..},{Py: 0 > 0})

fre=?t
z!(1 —e?)

Zadanie: oszacowaé e~? na podstawie jednej obserwacji

PQ{X = :IZ'} =
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Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyktad

71y estymator - uciety rozklad Poissona
T(X) jest ENMW [e?], jezeli

ZT o’ =e?
(1 —e?)

Rozwiazanie:

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyklad
Nie istnieje ENMW
Model pojedynczej obserwacji X:

(2,{Py:0 €2})

P9{X:9—1}:P9{X=9}:Pg{X:9+1}:%

Estymator nieobcigzony: 0(X)=X
Wariancja: D?0 = 2/3

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przykltad
Nie istnieje ENMW
Niech ag + a1 + a9 = 0 oraz

ag, mod(z;3) =0

d(x) = ¢ a;, mod(x;3) =1
az, mod(z;3) =2
Niech 6*(X) = X + §(X)

Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyktad
Nie istnieje ENMW

Eob* =0 (v € 0)

(
((ag —1)*+ a2 + (a1 +1)?)/3, mod(0;3) =
D0 =< ((ag — 1)> + a2 + (az +1)%)/3, mod(6;3) =
(

((a; —1)* + a2 + (ap + 1)?)/3, mod(0;3)
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Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji - przyktad

Nie istnieje ENMW

0| D26=2/3 D36
ag = 0.5,@1 = 0.5,@2 =—-1
0| 0.6667 2.1667
1] 0.6667 0.1667
2| 0.6667 1.1667
3 0.6667 2.1667
41  0.6667 0.1667
5|  0.6667 1.1667

3 ENW

3.1 Przyklad wstepny
ENW': przyklad wstepny

Wykonano 50 rzutéw nieznang moneta 1 otrzymano 32 ortly.
Jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia orta w pojedynczym rzucie?

ENW': przyklad wstepny

Model statystyczny rzutéw moneta
({0,1,...,50},{Bin (50,0), 6 € [0,1]})
Prawdopodobienstwo uzyskania 32 orféw w 50 rzutach

pe(32) = (gg) 032(1 — §)>0-52

Dla jakiego 6 uzyskanie 32 orléw jest najbardziej prawdopodobne?

ENW': przyklad wstepny
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po(32)

ENW': przyklad wstepny

Zasada wiarogodnoSci
Wybraé t¢ warto$¢ parametru 6, dla ktérej uzyskanie 32 ortéw w 50 rzutach jest
najbardziej prawdopodobne

tzn. warto$¢ # maksymalizujaca py(32)

3.2 OKreSlenie
Estymatory najwiekszej wiarogodnosci

Wiarogodnosé
Model statystyczny (X', B, { P, 0 € O})
Dla ustalonego z € X wielkos¢

L(0; x) = py(x)

nazywamy wiarogodno$cia parametru 6.

Estymatory najwigkszej wiarogodnosci

Estymator Najwigkszej Wiarogodnosci o
Jezeli przy kazdym ustalonym = € X istnieje § = 0(z) € O takie, ze

L(0;x) > L(0;x) (V0 €©),

to odwzorowanie § : X — © nazywamy estymatorem najwigkszej wiarogodno-
Sci.
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Estymatory najwiekszej wiarogodnosci

Twierdzenie . .
Jezeli h : © — O jest funkcja réznowartosciowa oraz 6 jest ENW 0], to h(6) jest
ENWIh(6)].

ENW funkcji parametrycznej R R
Jezeli h : © — O, to ENW [h(6)] okreslamy jako h(6), gdzie 0 jest ENW[6].

3.3 Model dwupunktowy

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyklad

Model dwupunktowy: £NW 0]
Zaobserwowano X = x1,..., X, = Tp.
Wiarogodnos¢é parametru 6:

L(O;ay, ... 2,) = (;‘) 6t(1 — )~ (t - 2;:1;)

Znalezé 0 maksymalizujace wiarogodno$¢ (¢ jest ustalone)

Estymator Najwigkszej Wiarogodnosci - przyklad

Model dwupunktowy: ENW 0]
6 jest rozwiazaniem réwnania

dL(0;xq, ..., xp)

=0
do

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyklad

Model dwupunktowy: £NW 0]
Zamiast L(0; 21, ..., 2,) = (7)60'(1 — )" fatwiej

LO;zq,...,2,) =log L(O;xq, ..., x,)

= log (?) +tlogf+ (n —t)log(l —6)
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Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyklad
Model dwupunktowy: £ENW 0]

Mamy
dﬁ_t_n—t_o
a0 1—-6
T
ENWI[0] = —
n

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyklad

Model dwupunktowy: ENW[0(1 — 0)] ) A
ENWIO(1 — )] = 6(1 — 6)

gdzie R
0= ENWI0

3.4 Model Poissona

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyklad

Model Poissona: ENW [0
Zaobserwowano X = x1,..., X, = Tp.
Wiarogodnos¢é parametru 6:

nf)t “
L(e;xlv"'uxn> = 1;1'(—)%'6(”9) <tzzxz>
| ”’ i=1

Znalezé 0 maksymalizujace wiarogodnoS¢ (¢ jest ustalone)

Estymator Najwigkszej Wiarogodnosci - przyklad
Model Poissona: ENW 0]

6 jest rozwiazaniem réwnania

dL(0;xq, ..., xp)
db

=0
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Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyklad
Model Poissona: ENW [0
Zamiast L(0;xq,...,z,) = xl(f_—%e_(”e) tatwiej

£(67 Ty, .

o) =log L(0; xq, ..., xy)

= tlogn + tlogf — Zlog(mi!) —nb

i=1

Estymator Najwigkszej Wiarogodnosci - przyklad
Model Poissona: ENW 0]

Mamy it
w9 "
T
ENW[0] = —
n

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyklad
Model Poissona: ENW [\ = e~

ENWI) = e f(=2 )
gdzie

0 =ENWI[6]
Estymator Najwigkszej Wiarogodnosci - przyklad

Model Poissona: ENW [\ vs EN MW )]
Ryzyko A = ENW )]

Rs(\) = Eg(A — A\)? = EpA? — 20 Eg) + A2
Ryzyko A = ENMW/[)|

R5(\) = Ep(A — \)? = D)
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Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyklad
Model Poissona: R;(\)

5 - £\2 (nd)! > (nfe =)t
2 - —nb —nf
Eo)\* = go e > i e =e EO___?F__
= =

Estymator Najwigkszej WiarogodnoSci - przyklad

Model Poissona: R;(\)
_2 1
RS\(}\) = )\n(lfe n) 2)\1+n(176 ) + )\2

Model Poissona: R;(\)
Ri(\) = DA = (%) — 2

Estymator Najwigkszej Wiarogodnosci - przyklad
Model Poissona: R;5(\) vs R;(\)

2\ zIIz
————— D3
P ~
A o ~
~ / \
N
--------- RAA N
ya N\
s “\
7 N\
a N\
Va N
ya A\
V4 N
a 3
/ \
V4 X
g N
g A
4 A
s \
pa \
vl \
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3.5 Model gaussowski

Estymator Najwigkszej Wiarogodnosci - przyklad

Model gaussowski: ENW ] i ENW 7]
Zaobserwowano X| = x1,..., X, = Tp.
Wiarogodnos¢ parametru (j1, 02):

1 \" T (2 —p\°
L, 0%y, ..., x,) = exp{ ——
ot = (1) p{ (= )}

Znalez¢ 1 i 02 maksymalizujace wiarogodnos¢

Estymator Najwigkszej Wiarogodnosci - przyklad

Model gaussowski: ENW [u] i ENW[o?]
({1, 02) jest rozwiazaniem réwnania

Estymator Najwi¢kszej Wiarogodnosci - przyklad

Model gaussowski: ENW [u] i ENW 7]
Zamiast L(0; xy, ..., z,) latwiej

Ly, 0% 21,...,2,) =log L(u, 0% 21, ..., 2,)

n

1
= —nlog v2m — E1og02—— (z; — p)°
2 207 —

Estymator Najwigkszej WiarogodnoSci - przyklad

Model gaussowski: ENW [u] i ENW [0?]
Mamy

{%:—%Z?wm—MZO

%:_%ﬁ—{'#z:?:l(xi_/if:o
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Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyklad

Model gaussowski: ENW [u] i ENW [¢?]
Otrzymujemy

ENW[y = X

Estymator Najwigkszej Wiarogodnosci - przyklad

Model gaussowski: estymacja wariancji
Niech ¢ > 0 oraz

S%(c) = CZ (X; — X)2

=1

R,u,cr2 (C (Xz - X)Q)
i=1

Dla jakiego c ryzyko jest jednostajnie najmniejsze?

Ryzyko estymatora S?(c):

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyklad

Model gaussowski: estymacja wariancji

e (30 (- 57

i=1

Ci (XZ-—X)2— 02]

=o*[*(n*—1) —2¢(n—1) + 1]

= P02

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyklad

Model gaussowski: estymacja wariancji

2
R, 2(ENMW][c?)) = 4

n—la
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2n—1

R, .2(ENW[5?]) =

n2
Estymator o jednostajnie najmniejszym ryzyku

T (- X

i=1

3.6 Asymptotyka

Estymator Najwigkszej Wiarogodnosci

Twierdzenie
Niech py(x) spetniaja pewne warunki regularnosci.

Jezeli X, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym roz-
ktadzie o gestosci py (), to réwnanie wiarogodnosci

Spo(a1) - palan)] =0

ma rozwigzanie 6,,(x1, . .., z,) takie, ze

Estymator Najwigkszej Wiarogodnosci

Twierdzenie R
Ve>0 lim Pg{ Qn(Xl,...,Xn)—Q‘ <5} —1
n—oo
A 1
(%) ﬁ(en(xl,...,xn)—e) —>N<O, [—)
[
Definicja

Estymator 6,0 spetniajacy warunek (*) nazywamy asymptotycznie efektywnym

3.7 Inne przyklady

Inne przyklady
Rodziny wykladnicze
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Estymujemy parametr ¢ jednoparametrowej rodziny wyktadniczej pg(z) = exp{07(z)—

b(8)}-

Wiarogodnosé

L(O;zy, ..., 2) = exp {QZT(@) - nb(e)}

i=1

Inne przyklady

Rodziny wykladnicze .
Estymator Najwigkszej Wiarogodnosci 6, = ENW/0] istnieje i jest rozwigza-

niem roéwnania
1 — db(0)
- T(r:) = ——2
nz; (=) = "2

Inne przyklady
Rodziny wykladnicze
Ponadto R
Ve >0 lim Pg{ Gn—G‘ <€}:1
n—oo
NS (é 9) S (o0 —1
n {0, — T
Iy = D3T
Inne przyklady

ENW wyznaczony tylko numerycznie
Model statystyczny

(R, {Pp: 0 €R:})
po(z) = 02" Lexp {2’}
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Inne przyklady

ENW wyznaczony tylko numerycznie
Rozktad préby

pg(ajl,...,xn):(Q(Hg;i) exp{_zx?}

Logarytm wiarogodnosci

n

L(O;z1,...,2,) =nlogh+ (6 — 1)2% - Zexp{Qlogzi}

i=1 =1

Inne przyklady
ENW wyznaczony tylko numerycznie
Pochodna
dL(O;xq, ..., xp - -
( ,x;& :2n) = % + ;xz — ;logxiexp{(‘)logxi}
dL(0;xy, ..., z,) . .
( ’x;’e 2 n) jest ciagla

_dL(O; 7y, .. 1) o dL(O . T)

S a9 =+oo, lim a0 -
Inne przyklady

ENW wyznaczony tylko numerycznie
Réwnanie wiarogodnosci

dL(0;zq, ..., x,)

=0
do

ma rozwiazanie.
Istnieje ENW 0]
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Inne przyklady

ENW wyznaczony niejednoznacznie
Model statystyczny
1 1
RAIUO—=-,04+—=-):0€R
(= v (o-30+3) 0ex))

17 gdye_%gmlaaxngg_‘_l
0, pozatym.

Rozktad préby

po(T1,.. ., xn) = {

Inne przyklady
ENW wyznaczony niejednoznacznie
Wiarogodnosé
L(H;l'la...7l'n):{7 8AY Tnin — 5 SUS Tiin 3
0, pozatym.
T1p = min{zy, ..., 2.}, Tpy = max{zy, ..., x,}

Kazda liczba z przedziatu [Xnm — %, X+ %] jest ENW6)].

Inne przyklady

ENW nie istnieje (model btedéw grubych)
Model statystyczny

(R, {Pw,g : (,0%) ER X ]R+})

(o) = (1= ) = exp {30 = ?}
1
2

+€U\}%exp{— ("T;“)Q}
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Inne przyklady

ENW nie istnieje (model bledéw grubych)
Wiarogodnosé

L(;uv 02; Ty 7$n) = r[pu,zf2 (:El)
i=1
Dla kazdego M > 0 istnieja (u, 02) takie, ze

Lp, 0% 21, .., 2) > M

4 EMNK

4.1 Przyklad wstepny

EMN K: przyklad wstepny

Funkcja Cobba-Douglasa
W ekonomicznej teorii produkcji rozwaza si¢ funkcje produkcji Cobba—Douglasa:

2= ALK"

gdzie z oznacza wielkoS¢ produkcji, L jest naktadem pracy, K naktadem kapitatu.
Liczby A, o, 5 sa pewnymi statymi. Ekonomisci interesuja si¢ wielkoSciami A,
ip.

EMN K': przyklad wstepny

Eksperyment

W celu oceny nieznanych wielkosci A, a, 5 prowadzone sa obserwacje wielko-
Sci produkcji Z; przy réznych naktadach L; oraz K, przy czym zaklada sig¢, ze
obserwacje te obarczone sa efektami losowymi ¢;

Z; = ALK’ + ¢, i=1,....n

EMN K przyklad wstepny
Eksperyment
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EMN K: przyklad wstepny
Eksperyment

a5

EMN K: przyklad wstepny
Eksperyment

EMN K: przyklad wstepny

Zasada najmniejszych kwadratéw
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as

Jako oszacowania nieznanych parametrow A, o, 5 przyjmuje si¢ takie wartosci,
przy ktérych biedy losowe sa mate

n

zn: el =Y (Z;— ALYK})’ = min!
=1

i=1

4.2 OKkreslenie

Estymator najmniejszych kwadratéw

Model

Obserwujemy zmienne losowe Y7, . .., Y, takie, ze
EY;=g(0), i=1,...,n

6O CRrRF

gi : © — R! sa znanymi funkcjami

Estymator najmniejszych kwadratéw

Kryterium

S(0) = S (¥ - g:(0))?

i=1

Estymator najmniejszych kwadratow
Wielkos¢ § =2 E M N K [f] minimalizujaca S(0)
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Resztowa suma kwadratow

4.3 Model liniowy
Model liniowy

Definicja
Modelem liniowym nazywamy model statystyczny, w ktérym obserwacje Y7, ..., Y,
maja postaé

Y =pxii+ -+ Bprpi +€i, i=1,...,n

gdzie x;; sa ustalonymi liczbami, ; sa nieznanymi parametrami modelu, ¢; sa
niezaleznymi ,,bledami losowymi” takimi, ze Eec; = 0 oraz D%c; = o>

Model liniowy
Zapis macierzowy
Y= X3 +e.
Y=W,....,Y,) B8 =00B0b,...0,) €=I(e1,...,¢n)
T11 Tp1
X — T12 :17%)2
Tin ~ Tpn

Zatozenie: macierz X jest petnego rzgdu

Model liniowy

Resztowa suma kwadratow

n P 2
S(B) = Z (Yi - Z/Bjle)
i=1 j=1
=(v—x8)(vy— Xx8) =YY-28X'Y+ 38X X3

95(8)

05 = 2X'Y+2X'xp
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Model liniowy
Uklad réwnan normalnych
X'XB=XY

Estymator najmniejszych kwadratéw
EMNK[g = (X'X) 'X'y=273

Uwaga geometryczna
X(3 jest rzutem Yna { X3 : 8 € RP}

(Y—x8)Xx=0

Model liniowy

EM N K funkcji liniowej
Jezeli c € RP, to
EMNK[c/ﬂ] =3

Przyktad

4.4 Przyklady
Estymacja 1

Zadanie
Na podstawie obserwacji Y7, . . ., Y,, oszacowac ich warto$¢ oczekiwang .

Estymacja p

Model
Sfi:/ub—i—&‘i, i:1,...,n

Zapis macierzowy
Y=[V,... .V, B=n x=1,

Estymator

EMNK[u) = (X'X)"'X'Yy=Y
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Estymacja (1, — po

Zadanie

Na podstawie obserwacji Y7, . . ., Y}, o wartosci oczekiwanej i oraz Y, 11, . ..

o warto$ci oczekiwanej po oszacowac fi1 — fio

Estymacja (1, — po

Model
Y =xap + xiope +&5, i=1,...,n
ra =1z =0dlai=1,...,m
rin=0,zp=1dlat=n;+1,...,n

Zapis macierzowy
g =), x=|[m  Om
M1, 2], On—n1 1n—n1
Estymacja 1, — po

Estymator wektora 3 = [y, (2]
EMNK[g = (X'X)"'X'Y

| 0 _1[ Z?:llyz }
1 ni
_ [ i i Vi }
n—ni Zizru—i—l Y;

Estymacja 11 — o

Estymator réznicy 1; — po
Jezelic = [1,—1],to B = p1 — po

1 & 1 -
R R

n—mn
Licni+1

Estymator Sredniej /i,
Jezelid = [1,0],to B =

1 «
EMNK[pu] = n—lzyé
i=1
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4.5 Whasnosci
Wiasnosci EM N K

Nieobciazonos¢

EM N K| jest estymatorem nieobciazonym o macierzy kowariancji o(X’X) ™!

EgB = Bg(X'X) "' XY= (X'X) ' X Egy = (XX)'X'X8 =3

Wiasnosci EM N K

Funkcja estymowalna

Funkcje parametryczna ¢’3 nazywamy estymowalna, jezeli istnieje jej estymator
nieobciazony postaci b'Y

Twierdzenie
Funkcja parametryczna ¢'3 jest estymowalna wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € ImX’

Wiasnosci EM N K
Twierdzenie Gaussa—Markowa
Jezeli bledy losowe ¢4, ..., e, sa nieskorelowanymi zmiennymi losowymi o ze-

rowej wartos$ci oczekiwanej i takiej samej wariancji, to dla kazdej estymowalne;j
funkcji parametrycznej ¢'3 i dla kazdego nieobciazonego estymatora liniowego
b'Y tej funkcji zachodzi

D3(dB) < D3(b'Y), VBER?

4.6 Estymacja wariancji
Estymacja wariancji o
Resztowa suma kwadratow

S(B) = Z( Z@%) = [ly— x8|

= (v— x8)'(v— Xﬁ)

= (Y- X(X'X) XY (Y- X(AX) XY
=Y (- X'(X'X)7'x)(1 - x(x'x)"'x)Y
'x')

=Y(I— X(X'X)"' X))y
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Estymacja wariancji o

Resztowa suma kwadratow
Ego2||lY— XB|° = B2 Y(I— X(X'X)"'X)Y

= trEg (I — X(X'X) ' X)YY
=tr {(I— X(X'X)"'X)Eg 2 (YY)}
= o’tr(I — X(X'X)7'X)

= (n —12X)0?

Estymacja wariancji o>

EMNK|[o?]

Estymacja wariancji o

Zadanie

Na podstawie obserwacji Y7, . . ., Y,, o wartoSci oczekiwanej p oszacowac ich wa-
riancje 0.

Estymacja wariancji o

Model
Sfi:/ub—i—&‘i, i:1,...,n

Zapis macierzowy
Y = [}/17"'7}/71]/7 B::ua xX=1,
rzX =1

Estymacja wariancji o

Estymator
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Estymacja wariancji o>

Zadanie
Na podstawie obserwacji Yi,...,Y,, o wartoSci oczekiwanej y; i wariancji o>
oraz Yy, 41, ..., Y, o0 wartosci oczekiwanej pi, i wariancji o2 oszacowaé o2

Estymacja wariancji o

Model
Yi=wups +xpppe +e5, 1=1,...,n
:cﬁ:l,xig:()dlaz': 1,...,n1
rin =0,z =1dlat=n1+1,....,n

Zapis macierzowy
1,, 0, }

n—ni ]-n—n1

B :[ﬂbMZL X = |:0

rzX =2

Estymacja wariancji o

Estymator
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4.7 Wrlasnosci probabilistyczne

Rozklady prawdopodobienstwa estymatoréw
Model

Y=XB+e

/6/ = (50761a .. ﬁp)

e = (e1,...,6n) ~ N,(0,0%L,)
EMNK
B=(X'x)"'X'y
1
§* =62 = Y(I- x(X'x)"'x)Y
n —rzXxX

Rozklady prawdopodobienstwa estymatoréw

Twierdzenie
Jezeli Y ~ N, (XB,0%I,) oraz rzX = p, to

® B~ Ny(B,0*(X'X)7")
o (B—B)X'X(B—p)~ 022
e 3 jest niezalezne od s>

o (n—p)s*~a’x;,
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