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1 Przedzialy ufnoSci

1.1 Przyklad wstepny
Przedzialy ufnosci: przyklad wstepny

Model gaussowski ze znang wariancja

(B, {N (1, 0%), pn € R})

Zadanie polega na oszacowaniu wartoS$ci Sredniej .
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Jakie wartoSci obserwacji X sa ,,wysoce prawdopodobne” dla r6znych p?



Przedzialy ufnosci: przyklad wstepny

Niech ,,wysoce prawdopodobne” wynosi 0.9. Szukamy takich a(u) oraz b(u), ze

P{X € (a(), b(1))} = 0.9, € R

Rozwiazanie

R&Xemmxmmn=¢(“m‘“)_¢(dw—u)

Przedzialy ufnosci: przyklad wstepny

Rozwiazanie
Niech z,, oraz z,, beda takie, ze

D(24,) — P(24,) = 0.9

b(p) = p1+ 0zay, a(p) = p+ 02,

Przedzialy ufnosci: przyklad wstepny
P X € (a(p),b(n))} = 0.9,Yu € R
PApi+ 020, <X <p+02,y=09,VueER
PAX —0z4, < p < X +024,} =09,V eR

b(p) —a(p) = min! = z,, = —24, = 20.95

Przedzialy ufnosci: przyklad wstepny

b(p) —a(p) = min! = z,, = —24, = 20.95
b(:“) - CL(N,) = O-(ZOQ - Zal)

A(Zm? Rags )‘) = (ZOé2 - Zoq) + )‘(CD(ZOé2> - CI)(ZOQ) - 09>
(I)(ZOQ) — @(Zal) =0.9



Przedzialy ufnosci: przyklad wstepny

b(p) —a(p) = min! = z,, = —24, = 20.05
OAN(Zay 2o A
Wlorzead) — 1 — \p(za,)
ON(Zaq »Za s\
Meortead) — 1 4 Ag(z,)

B(2,) — D(20,) = 0.9

OA(zay ,2ag,\) 0
0za, -

OA(zay,2a9,\) 0
0za -

D(20,) — P(20,) = 0.9

Przedzialy ufnosci: przyklad wstepny

b(p) —a(p) = min! = z,, = —24, = 20.95

¢(Zal) - qb(zaz)

Przedzialy ufnosci: przyklad wstepny

b(p) —a(p) = min! = 24, = —24, = 20.95

Rayg = —Ray
D(20,) — P(20,) = 0.9

20(2,,) — 1 =09

Zay = 71(0.95)



1.2 OKreSlenie i konstrukcja

OKkreSlenie

Model statystyczny
(‘)(787{]39’ NS @})

Definicja przedziatu ufnosci
Przedziat (6(X),0(X)) taki, ze

Py{0 € (0(X), 9(X))} =1 —a, V0 € O
nazywamy przedziatem ufnosSci na poziomie ufnosci 1 — .

OKkreslenie

Definicja zbioru ufnosci
Zbidér Sx C O taki, ze

P{eSx}=1—a, V0O
nazywamy obszarem ufnosci na poziomie ufnosci 1 — a.

Konstrukcja

Sposéb pierwszy
W przestrzeni X x © wyznaczyc¢ taki zbidr S, ze dla kazdego 0

P{(X x{0})NnS}t=1—-«
Woéwczas dla danego x € X zbiér
{z} x©)NS

jest zbiorem ufnos$ci na poziomie ufnosci 1 — «



Konstrukcja

Sposéb drugi

Skonstruowac taka funkcje ¢(x, 6), ze przy wartosci parametru 6 jej rozktad nie
zalezy od 6 oraz (jezeli © C R) jest ona monotoniczng funkcja #. Taka funkcja
nazywa si¢ funkcja centralna. Wéwczas mozna wyznaczyc¢ takie dwie liczby, ze

Pg{tl < t(ZE,@) < tQ} =1—«
Ze wzglgdu na monotoniczno$¢ funkcji centralnej

t <tz 0) <ty 0(X)<0<0(X)

Konstrukcja

Dodatkowe kryteria

e Symetryczny podziat. Dla wszystkich § € ©

Py{6 < 0(X)} = (1 — a)/2 oraz Py{0 > B(X)} = (1 + a)/2

e Jak najmniejszy zbi6r ufnosci. Jezeli © C R, to §(X) — 6(X) = min!

e Zbiér ufnosci o zadanej wielkosci. Jezeli © C R oraz d > 0, to 6(X) —
0(X)<d

1.3 Model dwupunktowy

Przedzial ufnosci - przyklad

Model dwupunktowy: przedzial ufnosci dla
Zaobserwowano X| = x1,..., X, = Tp.
Niech X =" | X;.
Skonstruowac przedziat ufnosci (61 (X ), 05(X)) dla 6 na poziomie ufnosci 1 —

Pp{01(X) < 0 < 0,(X)} =0.95, VO €0,1]



Przedzial ufnosci - przyklad

Model dwupunktowy: przedzial ufnosci dla 0
Dla kazdego 0 € (0, 1) znajdujemy takie dwie liczby x1(0) oraz x4(6), ze

Pn,a{a:l(e) S X S .1132(9)} Z 11—«

X ~ Bin(n,0)

Przedzial ufnosci - przyktad

Model dwupunktowy: przedzial ufnosci dla ¢

Przedzial ufnosci - przyktad

Model dwupunktowy: przedzial ufnosci dla

Przedzial ufnosci - przyktad

Model dwupunktowy: przedzial ufnosci dla ¢



Przedzial ufnosci - przyktad

Model dwupunktowy: przedzial ufnosci dla 0
Zaobserwowano X = x
Przedziat ufnosci (61 (z), 62(x))

P91(5L‘),n{X S l‘} S aq
P@2(z),n{X < .’E} < ag

ar—ag > 11—«

Przedzial ufnosci - przyklad

Model dwupunktowy: przedzial ufnosci dla ¢
Pon{X <2} =pBn—=z,x+1;1-0)

01(x) =B (x+1,n—x;01)
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Oy(x) = p1 (x,n —z+1;a3)

Przedzial ufnosci - przyktad
Model dwupunktowy: przedziat ufnosci dla 0 (klasyczny)

1+« l—«
, Qg = 9

ot
~(

l—«
— 1;
r,n—+ 5 )

a1 =

-1

1.4 Model gaussowski

Przedzial ufnosci - przyklad

Model gaussowski: przedzial ufnosci dla 1
Model dla préby X, Xo, ..., X,:

(R", {N (p1,,0°L,), 0 = (1, 0%) ER X R, })

Y

3

Przedzial ufnosci - przyklad

Model gaussowski: przedzial ufnosci dla 1

. XNN(M,§) = X1 N(0,1)
n o 2
° 5 (Xi - X) ~ Xio1
e Xorazy ;. (X;— X')2 sa niezalezne

o Jezeli & ~ N(0,1),n ~ X2, £insaniezalezne, to t = £/y/n/v ~ t,.



Przedzial ufnosci - przyklad

Model gaussowski: przedzial ufnosci dla 1
Funkcja centralna

X—p

o/\/n X -

BVES SN SR

t

Przedzial ufnosci - przyklad
Model gaussowski: przedzial ufnosci dla 1
Niech t1, t, beda takimi liczbami, ze

P{t1<tn_1<t2}:1—04

Przedzial ufnosci - przyktad

Model gaussowski: przedzial ufnosci dla 1
Przedziat jest najkrétszy, jezeli t; = —to, czyli wybieramy taka liczbe ¢(a;n— 1),
ze
P{lt,—1| <t(;n—1)}=1—-«
_ S - S
(X —tlasn — 1)ﬁ; X +t(a;n — 1)%)
Przedzial ufnosci - przyktad

Model gaussowski: przedzial ufnosci dla 1

Przedzial ufnosci - przyktad

Model gaussowski: przedzial ufnosci dla 1



Przedzial ufnosci - przyktad

Model gaussowski: przedzial ufnosci dla 1

Przedzial ufnosci - przyktad

Model gaussowski: przedzial ufnosci dla 1

Przedzial ufnosci - przyktad

Model gaussowski: przedziat ufnosci dla o>
Model dla préby X1, X, ..., X,:

(R", {N (p1,,0°L,), 0 = (1,0%) ER X R, })




- przyktad

Przedzial ufnosci

Model gaussowski: przedziat ufnosci dla o>

alna

Funkcja centr

1 « _
Xifl = ;Z (Xi - X)2
=1

- przykiad

Przedzial ufnosci

Model gaussowski: przedziat ufnosci dla o>

Pley <X, <

Niech ¢, ¢y beda takimi liczbami, ze

=1l—-«a

02}

(Z?:l (Xi — X)Q; Z?:l (Xi — X)2>
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Przedzial ufnosci - przyklad

Model gaussowski: przedziat ufnosci dla o* (klasyczny)
P{x2 | <c}=a/2oraz P{x? | > c} = /2

(31:)(2(1—%;”—1); 02=x2<%;n—1>

Przedzial ufnosci - przyklad
Model gaussowski: przedziat ufnosci dla o> (najkrétszy)
1

————mm'

1
/ fooi(z)der =1—«

A(cl,@,m:————x(/ i dx—(l—a))

/C2 fooi(x)dr =1 -«

Przedzial ufnosci - przyktad

Rozwiazanie

Model gaussowski: przedziat ufnosci dla o2 (najkrétszy)

%&CM) — —% + Afn-1(c1)
OA(c ,C ,)\
% _ L — Mo_1(cs)

fccffnl d:)s—l—a

OA(c1,c2,\) 0
Ocy -
OA(c1,c2,\) 0
Oca -

fc?fn (z)de=1—«
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Przedzial ufnosci - przyklad

Model gaussowski: przedziat ufnoSci dla 0% (najkrotszy)
Rozwiazanie

Cgfnfl (02) = C%fnfl(cl)

/02 foci(z)der =1—a

2 Weryfikacja hipotez statystycznych

2.1 Przyklad wstepny

Testowanie hipotez - przyklad wstepny

Pytanie
Producent twierdzi, ze wadliwos$¢ produkcji wynosi 5%. My podejrzewamy, ze
rzeczywista wadliwo$¢ produkcji wynosi 15%.

Pobieramy prébe stuelementowa i zliczamy liczbe X sztuk wadliwych. Model
statystyczny

{{0,1,...,100}, {Bin(100,0),0 € © = {0.05,0.15} } }

Testowanie hipotez - przyklad wstepny

Rozumowanie

Testowanie hipotez - przyklad wstepny

Rozumowanie

Testowanie hipotez - przyklad wstepny

Rozumowanie

13
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Testowanie hipotez - przyklad wstepny
Rozumowanie

Testowanie hipotez - przyklad wstepny
Rozumowanie

Testowanie hipotez - przyklad wstepny
Test

Jezeli X < k, touznac 6 = 0.05

14



== yadiiwesc0.15 = M= wadliwosc 0.05

== vadliiwesc 0.15 = @= wadliwosc 0.05

018 e

Iy
Bt SUN

Jezeli X > k, touznaC 6§ = 0.15

Testowanie hipotez - przyklad wstepny

Biad I rodzaju
Prawdziwe 6 = 0.05, a uznajemy, ze 6 = 0.15.
Czyli zaobserwowano ,,duzo” wadliwych!

Biad II rodzaju
Prawdziwe 6 = 0.15, a uznajemy, ze 6 = 0.05.
Czyli zaobserwowano ,,mato” wadliwych!

Testowanie hipotez - przyklad wstepny
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== yadiiwesc0.15 = M= wadliwosc 0.05

Poos{X >k}

Testowanie hipotez - przyklad wstepny

Pois{X <k}

Testowanie hipotez - przyklad wstepny
P0.05{X > k} oraz P0_15{X S k?}

16
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Testowanie hipotez - przyklad wstepny
P()_05{X > k‘} a = 0.05

2.2 OKreslenia
Pojecia
Model statystyczny
(X,{Py, 0 € O})

Hipoteza statystyczna
Podzbiér © zbioru ©.
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Oy nazywamy hipoteza zerowa
©; = O\ ©¢ nazywamy hipoteza alternatywna

Pojecia
Hipoteza prosta
Zbiér O jest jednoelementowy

Hipoteza zlozona
Zbiér Oy ma wigcej niz jeden element

Zapis klasyczny
HOI0€@0 H1:9€@1

Pojecia

Test statystyczny

Procedura statystyczna, w wyniku ktérej podejmujemy jedna z dwoch decyzji:
odrzucic hipoteze zerowq Hy
lub
nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej H,.

Pojecia
Test statystyczny

18



Test hipotezy H, utozsamiamy z funkcja ¢ : X — {0,1}

1 odrzuci¢ Hy
P(z) = . ]
0 nie odrzuca¢ H,

Obszar krytyczny
{r e X:¢p(x)=1}

Pojecia

Zrandomizowany test statystyczny
Funkcja ¢ : X — [0, 1]

=1 odrzuci¢ Hy

na podstawie niezaleznego od X mechani-
¢(x) { € (0,1) zmu losowego odrzuci¢ Hy z prawdopodobien-
stwem ¢(x)

=0 nie odrzucaé H

Pojecia

Biad I rodzaju
Btad polegajacy na odrzuceniu hipotezy zerowej H,, gdy w rzeczywistosci jest
ona prawdziwa.

Poziom istotnosci
Niech v € (0, 1). Test ¢ jest na poziomie istotnosci «, jezeli

Epp(X) = Pp{¢(X) =1} < a, VO € Og

Rozmiar testu

sup Eyg¢(X) = sup Pp{¢(X) = 1}
IS €O

19



Pojecia
Biad II rodzaju

Btad polegajacy na nieodrzuceniu hipotezy zerowej H, gdy w rzeczywistosci jest
ona fatszywa

Moc testu
©; € 0 = Epp(X) = Po{o(X) =1}

3 Hipotezy proste

3.1 Lemat Neymana—Pearsona

Lemat Neymana—Pearsona

Zalozenia
Niech P, oraz Py, beda rozktadami prawdopodobieristwa o gestosciach fy 1 fi.
Niech « € (0, 1) bedzie ustalong liczba

Lemat Neymana—Pearsona
Istnienie testu
Istnieja takie stale t i, ze
1, gdy fi(z) > tfo(x)
¢(r) =47, edy filz) =tfo(z)
0, gdy fi(z) <tfo(x)

jest testem hipotezy H : 8 = 0, przeciwko H; : 6 = 6, na poziomie istotnosci «,
tzn.

(%) Ep,¢(X) = a

Lemat Neymana—Pearsona

Dostatecznosé¢
Jezeli test ¢ speinia warunek (x) i dla pewnego ¢ warunek

{1, gdy f1(z) > tfo(z)

() o(x) = 0, gdy fi(z) < tfo(x)

20



to ¢ jest testem najmocniejszym na poziomie istotnosci o

Koniecznosé
Jezeli ¢ jest testem najmocniejszym na poziomie istotnosci «, to spetnia on waru-
nek ()

3.2 Model dwupunktowy

Hipotezy proste - przyklad

Model dwupunktowy: Hy : 0 =0y vs H, : 0 = 6
Niech 6y < 6, € (0, 1). Model statystyczny

{{0717"'7n}7{3(n79)a6 €0 = {90791}}}
H0:6:90 H1:9:91

poto) = ()50~ oy

T

) = (7)o - o

T

Hipotezy proste - przyklad

Model dwupunktowy: H, : 0 = 6y vs H, : 0 = 6,
Konstrukcja testu ¢(x)

o) =1<

R [l R

Obszar krytyczny: {x > k}

Hipotezy proste - przyklad

Model dwupunktowy: Hy : 0 = 0y vs H, : 0 = 6
Obszar krytyczny: {x > k}
Stata k£ dobrana jest tak, ze

Egoqb(X) = P@O{X > k)} <«

21



Hipotezy proste - przyklad

Model dwupunktowy: Hy : 0 = 0y vs H, : 0 = 60
Niech n = 100, 6, = 0.05, #; = 0.15, o« = 0.05

k | 8 9 10 11

Poos{z > k} \ 0.06309 0.02819 0.01147 0.00427
Test niezrandomizowany

1, jezeliz > 9,
-]

0, jezeliz <9.

Rozmiar testu: P o5{z > 9} = 0.02819
Btad II rodzaju: Py 15{z < 9} = 0.05509

Hipotezy proste - przyklad

Model dwupunktowy: H, : 0 =6y vs H, : 0 = 0,
Niech n = 100, 6y = 0.05, 8; = 0.15, o = 0.05

k | 8 9 10 11

Pyos{z >k} | 0.06309 0.02819 0.01147 0.00427
Pyos{z =k} | 0.06487 0.03490 0.01672 0.00720

Test zrandomizowany

1, jezelixz > 9
o(r) = 4 0.62495, jezeliz =9
0, jezelixz <9

Hipotezy proste - przyklad

Model dwupunktowy: H, : 0 = 6y vs H, : 0 = 0,
Rozmiar testu zrandomizowanego

Poos{x > 9} +0.62495 - Pygs{z = 9}
= 0.02819 + 0.62495 - 0.03490 = 0.05

22



3.3 Jednostajny vs Beta

Hipotezy proste - przyklad
Hy:U(0,1) vs Hy : B(a,b)
Niech a, b > 1. Model statystyczny
{(0,1),{U(0,1), B(a,b)}};

Ho : U(O, 1) VS H1 . B(CL, b)

folx) =1-1qu)(z)
fi(z) oc 2711 — x)b_11(071)(a:)

Hipotezy proste - przyklad
H,:U(0,1) vs Hy : B(a,b)

_ fi(z)

Obszar krytyczny: {zo < x < 1}

b_1>t

>t 1 —2)

Liczby z(, x; dobrane sa tak, ze

E90¢(X) = PU(OJ){Z'Q <X < 1'1} <«

Hipotezy proste - przyklad

Hy:U(0,1) vs Hy : B(a,b)
wg (1= o) = 2 (1 — )™

Poniewaz z; = zg + a, wigc

To+ a1 l1—29—« b_l_l
i 1-1['0

23



Hipotezy proste - przyklad
Hy,:U(0,1) vs Hy : B(a,b)

Zo xy

0.47500 0.52500
0.30865 0.35865
0.22556  0.27556
0.64135 0.69135
0.47500 0.52500
0.37517 0.42517
0.72444 0.77444
0.57483 0.62483
0.47500 0.52500

A A D WLWWLWWNN NS
AW DA WD WP

4 Hipotezy zlozone

4.1 Iloraz wiarogodnoSci

Hipotezy zlozone

Problem
(X, {P, 6 € ©})

Hy:0e€06yvs H : 0 € ©
Hy i/lub H, ztozone

Hipotezy zlozone

Iloraz wiarogodnosci (1)
sup fo()
o [dSSH

sup fo(z)
[AS(S]}

Iloraz wiarogodnosci (2)
sup fo(z)
A(I) — 0cO

sup fo(x)
[AS(S]}
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Hipotezy zlozone

Test
1, gdy A(z) >t
¢(r) =47, edyAz) =t
0, gdy A(z) <t

Dobér stalej ¢

sup Eyp(X) < a
ISSH)

4.2 Model dwupunktowy

Hipotezy zlozone - przyklad

Model dwupunktowy: H, : 0 < 6y vs H, : 6 > 6

Niech 6y € (0,1). Model statystyczny
{{0,1,...,n},{B(n,0),0 € © =(0,1)}}

H010§90VSH120>00

n

pota) = (2 )orta oy

X

Dla danego z
g =t =) G 027

Hipotezy zlozone - przyklad
Model dwupunktowy: Hy : 60 < 6y vs Hy : 0 > 6y

sup fo(z) = (2) (%)x (1- %)nw’ jezeli = < 6,
seey " T (0501~ 00", jezeli £ > 0,

38

{(;) 0(1 — f)"2, jezeli
() (5)°

(1—2)"", jezeli

318 38



Hipotezy zlozone - przyklad

Model dwupunktowy: Hj : 60 < 6y vs Hy : 0 > 0y
()05 (1 — o)

;;g)fe(x) O EF (= jezeli £ < 6,
AMzx) = Ashue S T n . T n -
. supfole) | () () (1-5) jezeli & > ¢
° (05— o) n 7o

Hipotezy zlozone - przyklad

Model dwupunktowy: H, : 0 < 6y vs Hy : 6 > 6
A(z) jest rosnaca ze wzgledu na z

ANz) >t o>k
Dobor statej &
sup Pp{X >k} = Pp{X >k} <a

0<6o

4.3 Model gaussowski

Hipotezy zlozone - przyklad

Model gaussowski: Hg : ;1 = pg vs Hy @ 0 # 1o
Niech pp € R. Model dla proby X = (X, Xo, ..., X,):

(R”, {N (,uln,JQIn) , 0= (u,0%) ER X IR+})

©=RxRy Op={u} xRy O1=(R\{u}) xRy
Ho : po= po vs Hy @ ju # pio

fuol®) = (a 12w>nexp{_%§ (x;M)2}
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Hipotezy zlozone - przyklad
Model gaussowski: Hy : 1 = o v8 Hy @ ju # po

e = o) = (752 oo {5)

1 n

~2 § 2

o° = — Xi_“
ni_l( O)

e oV 2T 2
~2 — l - (X _ X)Q
n i

Hipotezy zlozone - przyklad

Model gaussowski: Hy : 1 = o vs Hy @ pu # po
Iloraz wiarogodnosci

Hipotezy zlozone - przyklad

Model gaussowski: H : j1 = o vs Hy @ p1 # g
n(X — po)’

Z?:1(Xi - X)Q

!/

pr) =1 \Nz)>te

>

Dobor statej ¢/
Eny¢(X) =
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Hipotezy zlozone - przyklad
Model gaussowski: Hy : 1 = o v8 Hy @ ju # po

e jezeli H jest prawdziwa, to

_ Con(X — pp)?
Vi~ o) ~ N(0,0%) ey "IN

e dla wszystkich § € ©

1 & _
EZ (Xi - X)2 ~ Xn-1
=1

e Xorazy |, (XZ- - X )2 s niezalezne

Hipotezy zlozone - przyklad
Model gaussowski: Hy : ;1 = g vs Hy @ 1 # 1o
Jezeli hipoteza H, jest prawdziwa, to
n(X — po)? _
ﬁ Z?:l (Xi - X)2

~ Fl,n—l

Hipotezy zlozone - przyklad

Model gaussowski: Hy : 1 = o vs Hy @ ju # po
Hj jest odrzucana na poziomie istotnosci «, jezeli

n(X - /lo)2
___ > F©
" ﬁ Z?:l(Xi - X)? 1n—1
Poniewaz ¢, = \/F1 ., wigc (*) jest rownowazne
X —
* %\/ﬁ >0

Test (&) nazywa si¢ testem Studenta
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4.4 Moc testu

Moc testu

Okreslenie
01360 = Epo(X) = Pp{op(X) =1}

Moc testu - przyklad

Model gaussowski (02 znana): Hy : 1 < po vs Hy @ 1 > p

Niech py € R.
(R", {N (p1,,0°L,), 0 = u € R})
©=R Oy=(—00,10) ©1= (po,0)
Hy:p < povs Hy i pp> po
Obszar Kkrytyczny testu -
X ; MO\/ﬁ > Ul—q

Moc testu - przyklad

Model gaussowski (02 znana): Hy : < po vs Hy @ 1> py
Niech i > pg. Prawdopodobienistwo odrzucenia H|

X —
P,u{ MO\/ﬁ>u1—a} =

g

5 _
‘P;L{ ﬂ\/ﬁ> Ul — a MO\/E} =
o

g
1—¢(u1_a—“_”"\/ﬁ)
g

Moc testu jest zalezna od (p — o) /o
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4.5 Licznosé¢ proby
Licznos¢ proby

Model gaussowski (02 znana): Hy : < po vs Hy @ 1> p
Niech (¢ — po)/o = o bedzie dang liczba. Powiedzmy, Ze interesuje nas osia-
gnigcie dla tej wartos$ci mocy co najmniej y. Szukamy takiego n, ze

1 — ®(uj—oq — 20V/n) >~
Rozwiazanie:
Ul—a — IO\/E < Ul —

2
Ul—q — U=
n > e 7y
Lo

Stad

minimalne n
o 0.6 0.7 0.8 0.85 0.9 0.95
0.01 || 48987 | 61720 | 78488 | 89783 | 105073 | 129946
0.1 489 617 784 897 1050 1299
0.2 122 154 196 224 262 324
0.3 54 68 87 99 116 144

0.4 30 38 49 56 65 81
0.5 19 24 31 35 42 51
0.6 13 17 21 24 29 36
0.7 9 12 16 18 21 26
0.8 7 9 12 14 16 20
0.9 6 7 9 11 12 16

1 4 6 7 8 10 12
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