Hipotezy proste

Zadanie 1. Niech X ma funkcje gestosci

_J(A+a)ze, dla0<z<l,
falz) = { 0, poza tym.

Testujemy Hp : a = 1 przeciwko H; : a = 2. Dysponujemy pojedyncza obserwacja X. Wyznaczy¢ obszar
krytyczny najmocniejszego testu o rozmiarze 0.1.
Odp. (v0.9,+0c0)

Zadanie 2. Zmienna losowa X ma gestos¢ prawdopodobienstwa f(z). Na podstawie pojedynczej obserwacji
X przeprowadzamy test hipotezy

) _J1, dla0<z<1,
Ho: flw) = {O, poza tym,
przeciwko alternatywie:
S5zt dla0<z<1
Hy: = ’ ’
1 fle) { 0, poza tym.

Wyznaczy¢ moc najmocniejszego testu na poziomie istotnosci a.

Odp. 1 — (1 —a)°

Zadanie 3. X1, ..., Xo jest proba losows z rozktadu normalnego o parametrach (0, 0?). Rozwazmy najmoc-
niejszy test hipotezy Hy : 02 = 1 przeciwko alternatywie H; : 02 = 3 na poziomie istotnosci 0.1. Wyznaczy¢
moc tego testu.

Odp. =~ 0.90

Zadanie 4. Niech Xi,...,X,, bedzie préba prosta z rozktadu N(u,4). Rozwazmy najmocniejszy test hipo-
tezy Hy : = 0 przeciw alternatywie Hy : p = 1, na poziomie istotnosci 0.01. Ile potrzeba obserwacji, zeby
moc testu byla wieksza niz 0.97

Odp. n > 53

Zadanie 5. Wiadomo, ze Xi,...,X,, jest préba z rozkladu normalnego N(u — 6,1), zas Yi,...,Y, jest
niezalezna préba z rozkladu N(u + 6,1). Liczby p i 6 sa nieznanymi parametrami. Rozpatrujemy zadanie
testowania hipotezy Hj : 6 = 0 przeciw alternatywie H; : § = 1. Dla jakich n mozna skonstruowac test na
poziomie istotnosci 0.05 o mocy przynajmniej 0.957

Odp. n > 22

Zadanie 6. Swego czasu zaobserwowano realizacje x1, ..., T2 prostej proby z rozkladu normalnego o nie-
znanej wartoéci oczekiwanej p i wariancji. W celu testowania hipotezy p = 0 chcielibySmy wykorzystaé te
dane. Niestety czes¢ z danych zagineta i dzi§ dysponujemy jedynie obserwacjami x1,...,x19 oraz Srednia
Tog = % 21221 x;. Pieciu statystykow zaproponowato pie¢ réznych rozwiazan, kazde z nich uwzgledniajace w
ten lub éw sposéb dodatkows informacje o éredniej Tog. Kazdy ze statystykéw twierdzi, ze podana przez niego
statystyka testowa jest realizacja (przy zalozeniu p = 0) zmiennej losowej o rozkladzie Studenta z podana
liczba stopni swobody:

Statystyka (A) \/E@ pochodzi z rozktadu tg
$10

Statystyka (B) v/ 20@ pochodzi z rozkladu tqg
820

Statystyka (C) v/ 20@ pochodzi z rozkladu tg
S10

Statystyka (D) \/%@ pochodzi z rozktadu tg
520

Statystyka (E) V1022 pochodzi z rozkladu tg
520
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$10—10i:1$17 S10 = 9 4 (% 9510), S20 = 9 - (361 $20)-

Ktoéry ze statystykéw ma racje?
Odp. C

Zadanie 7. Wyniki oszacowania trzech alternatywnych modeli rozkladu iloci szkéd N na tej samej (licznej)
probee ryzyk daly nastepujace wartosci logarytmu funkcji wiarygodnosci:

—571.22 dla zwyklego rozkladu Poissona (model 1);

—572.20 dla modelu ze swobodnym parametrem P(N = 0) oraz ogonem Poissonowskim (model 2);
—573.25 dla modelu ze swobodnymi parametrami P(N = 0) oraz P(N = 1) oraz ogonem Poissonowskim
(model 3).

Dokonujemy doboru modelu na podstawie testow ilorazu wiarygodnosci, przeprowadzajac go w przypadku
poréwnania kazdej pary modeli na poziomie istotnosci 0.05. Ktory z modeli nalezy wybraé¢ na tej podstawie?
Odp. podane informacje sa sprzeczne!

Zadanie 8. Uy,...,U,,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na przedziale
(0,1). Obserwujemy zmienna losowa X i rozpatrujemy Hy : X ma rozklad taki jak min{U;, Us,Us} prze-
ciwko H; : X ma rozklad taki jak min{Uy, Us}. Wyznaczy¢ moc najmocniejszego testu na poziomie istot-
nosci 1/8.
Odp. 1/4

Zadanie 9. Rozwazamy zadanie testowania, na podstawie pojedynczej obserwacji X, hipotezy prostej Hy :
Xpochodzi z rozkladu fy przeciwko prostej alternatywie Hy : X pochodzi z rozkladu fi;. Wiadomo, ze dla
kazdego « € (0,1) najmocniejszy test na poziomie istotnosci a odrzucajacy Hy, jesli X > k = k(«), ma moc
1—pBtaka, ze 1 — 3 =1— fB(a) = a?. Gestosé fy dla x > 0 okreélona jest wzorem ﬁ Jakim wzorem
(dla dodatnich x) okreslona jest gesto$¢ f1?

Odp. (5w

Zadanie 10. Urna zawiera r kul ponumerowanych liczbami 1,2,...,r. Liczba kul r jest nieznanym pa-
rametrem, o ktérym wiemy, ze jest wiekszy od 5. Wybieramy z urny pie¢ kul, losujac je bez zwracania.
Na podstawie numeréw wylosowanych kul testujemy hipoteze zerowa Hy : r = 25 przeciwko alternatywie
H; : r = 48. Obliczy¢é moc najmocniejszego testu na poziomie istotnosci 0.2 (z dokladnoscia do trzech cyfr
po kropce dziesietnej).

Odp. 0.975

Zadanie 11. Zalézmy, ze dysponujemy pojedyncza obserwacja X z rozktadu normalnego N (u,0?). Roz-
wazmy zadanie testowania hipotezy Hy : p = 0,02 = 1 przeciw alternatywie H; : © = 1,02 = 4. Najmoc-
niejszy test na poziomie istotnosci « jest postaci

odrzucié¢ Hy, gdy X € (—2,0).

Podaé b i poziom istotnoéci a.
Odp. b=4/3, a =0.11

Zadanie 12. Zal6ézmy, ze X1, ..., X, jest prébka z rozkladu normalnego N(u, 1) z nieznanym parametrem
i znana wariancjg 02 = 1. Znalezé najmniejsze n, dla ktérego istnieje test hipotezy Hy : u = 10.0 przeciwko
alternatywie H; : p = 10.1 na poziomie istotnosci 0.05 o mocy przynajmniej 0.50.

Odp. 271
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Zadanie 13. Niech X bedzie pojedyncza obserwacja z rozktadu Pareto o dystrybuancie

A
F,\(a:):{l_m’ dla z > 0,
0, poza tym.

Rozwazmy najmocniejszy test hipotezy Hy : A = 1 przeciwko alternatywie H; : A = 101 na poziomie
istotnosci 0.01. Wyznaczyé moc tego testu.
Odp. 0.505

Zadanie 14. Obserwujemy pare (X,Y’) zmiennych losowych. Zakladamy, ze sa to zmienne niezalezne, X ma
rozklad normalny N(ux,1) 1 Y ma rozklad normalny N(uy,1/3). Rozwazmy najmocniejszy test hipotezy
Hy : (px, py) = (0,0) przeciwko alternatywie H; : (ux, pry) = (1,1) na poziomie istotnosci 0.1. Wyznaczy¢
moc tego testu.

Odp. 0.76

Zadanie 15. Niech X, ..., X9 bedzie prébka z rozkladu normalnego N (u, 1) o nieznanej wartosci oczekiwa-
nej i i znanej wariancji 02 = 1. Rozpatrzmy zadanie testowania hipotezy Hy : 1 = 0 przeciwko alternatywie
H, : p = 0.5. Nalezy zbudowaé taki test, dla ktérego suma prawdopodobienstw btedow I i IT rodzaju,
oznaczanych odpowiednio przez « i 8 jest najmniejsza. Obliczy¢ te najmniejsza wartosc.

Odp. 0.4533

Zadanie 16. Rozwazmy nastepujace zagadnienie testowania hipotez statystycznych. Dysponujemy prébka
Xi,..., X, z rozkladu normalnego o nieznanej Sredniej p i znanej wariancji réwnej 1. Przeprowadzamy
najmocniejszy test hipotezy Hy : p = 0 przeciwko alternatywie H; : p = 1 na poziomie istotnosci 0.5.
Oczywiscie, moc tego testu zalezy od rozmiaru prébki. Niech (3, oznacza prawdopodobienstwo btedu drugiego
rodzaju, dla rozmiaru prébki n. Udowodnié, ze

p

lim —————

n
=1
n—oo e=n/2 [\/271n

Odp. —

Zadanie 17. Obserwujemy pary (X1,Y7),...,(X20,Y2). Zmienne Xj,..., Xo9 sa zmiennymi losowymi
o rozkladzie normalnym N(pux,1), a zmienne Yj,...,Y29 o rozkladzie normalnym N(uy,4). Wszystkie
zmienne sa niezalezne. Rozwazamy test najmocniejszy hipotezy Hy : (ux,py) = (0,0) przeciw alterna-
tywie Hy : (px,py) = (1,1) na poziomie istotnosci 0.01. Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo bledu drugiego

rodzaju tego testu.
Odp. 0.004

Zadanie 18. Zal6zmy, ze dysponujemy pojedyncza obserwacja X z rozkladu Laplace’a o gestosci

A
fur(z) = 56_’“”—“', T € R,

gdzie A > 01 p € R sa parametrami. Rozwazmy zadanie testowania hipotezy
Hy:p=0iXx=1

przeciw alternatywie
Hy:p=-11iA=05

Obszar krytyczny najmocniejszego testu na poziomie istotnosci « jest postaci
K={z:2¢(a,3)}

Wyznaczy¢ a i poziom istotnosci a.
Odp. a = -1, a =0.209
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Zadanie 19. Zalézmy, ze dysponujemy pojedyncza obserwacja X z rozkladu P € {Py, P1}, gdzie Py jest
rozktadem normalnym N(0,1) i P; jest rozkladem Laplace’a o gestosci f(x) = %e"r‘. Rozwazmy zadanie
testowania hipotezy Hy : P = Py przeciw alternatywie H; : P = P;. Podaé rozmiar testu najmocniejszego,
jesli wiadomo, ze obszar krytyczny testu jest suma przedzialéw roztacznych, z ktérych jeden jest réowny
(—o0,—1.9).
Odp. 0.137

Zadanie 20. Zakladamy, ze zalezno$¢ czynnika Y od czynnika x (nielosowego) opisuje model regresji liniowej
Y; = Bo + Piz; + €4, gdzie bledy e; sa niezalezne i maja rozklady normalne o wartoéci oczekiwanej 0
i wariancji 1. Obserwujemy zmienne losowe Y7,...,Y, przy danych wartosciach Xi,...,X,,. Wyznaczy¢
obszar krytyczny testu najmocniejszego dla weryfikacji hipotezy Hy : By = 01 8 = 1 przy alternatywie
H, : By =11 1 =2 na poziomie istotnosci 0.05.

Odp. 2 Vi) 0He) 4

Vo (t)?

Zadanie 21. Niech Xji,..., X370 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie ciaglym
o $cisle rosnacej dystrybuancie F'. Hipoteze Hy : Fjest dystrybuanta rozkladu symetrycznego, tzn. takiego
ze dla kazdego z zachodzi: F(—z) = 1 — F(x), odrzucamy, gdy spelniona jest nieréwno$é K > 7 lub K < 3,

gdzie K jest liczba elementéw w probie losowej X1,..., X109 o wartosciach wickszych od zera. Wyznaczy¢
rozmiar testu.

Odp. 7/64

Zadanie 22. Niech X, ..., X9 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie jednostaj-

nym na przedziale [—0, 6], gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem. Hipoteze Hy : § = 2 przy alternatywie
H; : 0 = 4 weryfikujemy testem najmocniejszym na poziomie istotnosci 0.1. Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo
btedu drugiego rodzaju.

Odp. 0.0035
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Hipotezy zlozone

Zadanie 23. Niech X1,..., X, bedzie préba z rozkladu gamma o gestosci

AP —1,-X\z
ooy = { gl e a0
0, poza tym,

gdzie A\ > 0 jest znane, za$ p > 0 jest nieznane. Wyznaczy¢ obszar krytyczny jednostajnie najmocniejszego
testu hipotezy Hy : p = 2 przeciw hipotezie alternatywnej H; : p > 2 na poziomie istotnosci a.
Odp. In X7 + -+ In X,, > k, gdzie k zalezy od parametru A i liczby «

Zadanie 24. Niech Xi,...,X,, bedzie préba z rozkladu jednostajnego na odcinku (a,b), gdzie 0 < a <
b. Rozwazmy zagadnienie weryfikacji hipotezy Hy : a = 0 przeciw hipotezie alternatywnej H; : a > 0.
Wyznaczy¢ obszar krytyczny testu ilorazu wiarogodnosci.

min{Xy,..., X}
Odp. 7max{X11,...,Xn} >k

Zadanie 25. Gestosé zmiennej losowej X ma postaé fg(z) = %e*k’?’@' dla x € R, gdzie 6 jest nieznanym
parametrem. Rozwazmy jednostajnie najmocniejszy test hipotezy Hy : 6 = 0 przeciw hipotezie alternatywnej
H; : 0 > 0 na poziomie istotnosci «, gdzie a < 0.5, oparty na pojedynczej obserwacji X. Dla jakiego 6 funkcja
mocy tego testu osigga warto$¢ 0.757

Odp. —Ina

Zadanie 26. Zakladamy, ze liczba roszczen w ciagu roku dla pewnego portfela ryzyk jest zmienng losowa
X o rozktadzie Poissona. Zaobserwowano X = 2600. W oparciu o przyblizenie rozktadu Poissona rozkladem
normalnym zbudowano test hipotezy Hy : EX = 2500 przeciwko alternatywie H; : EX > 2500 o obszarze
krytycznym postaci X > ¢. Czy test odrzuca Hy na poziomie istotnosci 0.057

Odp. Tak

Zadanie 27. Niech X bedzie pojedyncza obserwacja z przesunietego rozkladu wykladniczego

~(a—0)
fe(x){e , dlaz >0,

0, poza tym,

gdzie 8 > 0 jest nieznanym parametrem. Rozwazmy jednostajnie najmocniejszy test hipotezy Hy : 6 = 0
przeciwko alternatywie H; : 8 > 0, na poziomie istotnosci 0.05. Wyznaczy¢ zbiér tych wartosci 6, dla ktérych
moc testu wynosi co najmniej 0.90.

Odp. [In2 —1In10 + In9, +00)

Zadanie 28. Mamy prébe (X1,Y1),...,(X,,Yn) z dwuwymiarowego rozkladu normalnego o nieznanych
parametrach:
EX; =EY; = pu, VarX; = VarY; = 0%, Cov(X;,Y;) = 00

Niech Zl = Xz + Y; oraz R1 = X1 - Yvi,

1
n—1

S2 —
z n—1+4
i=1

n

_ 1 _
Z(Zi - Z)Q’ SIQ% = Z(RZ - R)2>
i=1
gdzie Z oraz R to odpowiednie érednie z prébki. Niech g9 € (—1,1) bedzie ustalona liczba, g9 # 0. Do
testowania hipotezy Hy : o = oo przeciwko alternatywie Hy : o # po mozemy uzyé¢ testu opartego na
statystyce S%/S%. Wyznaczy¢ rozklad tej statystyki przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowe;.

Odp. i;gg g—;i ma rozktad F(n —1,n — 1)
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Zadanie 29. Niech (X1, X», X3, X,) bedzie czteroelementowa prébka z rozkladu normalnego N (p,o?)

o nieznanych parametrach. Testujemy hipoteze Hy : 02 = o2 przeciw alternatywie Hy : 02 > 02 za po-
S

p— 2 —
moca statystyki = ) , gdzie X = i Zle X; przyjmujac poziom istotnosci 0.05. ZaobserwowaliSmy
0
(1,-1.2,3,0.7). Jaka jest minimalna mozliwa warto$¢ o2, skoro wiadomo, ze test wykazal, ze nie mamy
podstaw do odrzucenia hipotezy Hy?

Odp. 1.13

Zadanie 30. Rozwazmy prosty model regresji liniowej bez wyrazu wolnego Y; = z;+¢; (i = 1,...,n), gdzie
(Y;, x;) to obserwacje par (losowa zmienna zalezna, nielosowa zmienna niezalezna), 6 jest nieznanym para-
metrem, a (&1, ...,&y,) sa nawzajem niezaleznymi zmiennymi losowymi o identycznym rozkladzie normalnym
z zerowa wartoscia oczekiwana i znana wariancja 2. Rozwazmy jednostajnie najmocniejszy test hipotezy
Hy : 0 = 0 przeciw alternatywie Hy : 6 > 0 na poziomie istotnosci 0.05. Wyznaczy¢ obszar krytyczny tego
testu.

Odp. >0, Yiz; > ug.o50\/ >y 27, gdzie u, jest kwantylem rzedu v standardowego rozkladu normalnego

Zadanie 31. Niech Xi,...,X,, bedzie proba losowa z rozkladu jednostajnego na przedziale (0,6). W celu
przetestowania hipotezy Hy : 6 = 1 przeciw alternatywie H; : 6 > 1 wykorzystujemy test o obszarze
krytycznym max{Xj,..., X,} > c¢. Niech ny bedzie najmniejsza liczebnoscia prébki taka, przy ktérej test
na poziomie istotnoéci 0.20 ma w punkcie # = /2 moc co najmniej 0.95. Obliczyé ng.

Odp. 13

Zadanie 32. Niech X1, ..., X, bedzie prébka n niezaleznych realizacji z rozkladu o dystrybuancie

—9—(z—0)
Fo(x):{1 2 . dlaz >0,
0, poza tym,

gdzie 8 > 0 jest nieznanym parametrem. Rozwazmy jednostajnie najmocniejszy test hipotezy Hy : 6 = 0
przeciw alternatywie H; : 6 > 0 na poziomie istotnos$ci 0.01. Przy jakiej liczebnosci probki n, w danym
punkcie 6; > 0 funkcja mocy tego testu przybiera warto$¢ wigksza lub réwna 0.647

Odp. n > 6/6,

Zadanie 33. Zalézmy, ze X1,..., X1 jest probka z rozkladu normalnego N (u,0?) ze znana érednig y i nie-
znang wariancja 0. Rozwazmy test jednostajnie najmocniejszy hipotezy Hy : 02 < 1 przeciw alternatywie
H; : 02 > 1 na poziomie istotnoéci 0.05. Dla jakich wariancji o2 moc testu przekracza 0.9?

Odp. o2 > 3.7628

Zadanie 34. Dana jest probka X1, ..., X1o z rozktadu normalnego N (p,0?) z nieznanymi parametrami p
i 02. Rozwazamy problem testowania hipotezy Hy : i = 0 przeciw alternatywie H; : p # 0. Uzywamy testu,
ktory odrzuca Hy jesli | X/V| > ¢, gdzie V?Z = % Zgl X2. Dobraé staly c tak, zeby prawdopodobiefistwo
btedu I rodzaju tego testu bylo réwne 0.05.

Odp. 0.6021

Zadanie 35. Zmienne losowe X1, ..., X9 sa wzajemnie niezalezne, X; ma rozklad normalny N(,u\ﬂ, 1) dla
i =1,...,9. Rozwazamy hipotezy statystyczne Hy : p = 01 Hy : p > 0. Znalezé obszar krytyczny testu
jednostajnie najmocniejszego hipotezy zerowej Hy przeciw alternatywie H; na poziomie istotnosci 0.025.
Odp. 37, ViX; > 1.96/45

Zadanie 36. Niech Xi,..., X1¢ bedzie prébka z rozktadu prawdopodobienstwa o gestosci

folz) = f2°~1, dla0 <z <1,
o 0, poza tym.

Rozwazmy test jednostajnie najmocniejszy hipotezy Hy : § = 1 przeciwko alternatywie H; : 6 > 1 na
poziomie istotnoéci 0.01. Dla jakich wartosci parametru € ten test ma moc nie mniejsza niz 0.997
Odp. 0 > 4.55
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Zadanie 37. Prébka X, ..., X, pochodzi z rozkladu normalnego N (u, 1) z nieznana wartoscia oczekiwana
w1 wariancja 1. Na podstawie tej probki zbudowano w standardowy sposob przedzial ufnoéci na poziomie
0.95 dla pu:

196 o 1.96 .

\/ﬁ?X"_ \/ﬁ :[Mfa/[“r]

Pokazac, ze jednostajnie najmocniejszy test hipotezy Hy : = 3 przeciw alternatywie Hy : p > 3 na poziomie
istotnosci 0.025 odrzuca Hy wtedy i tylko wtedy, gdy fi— > 3.
Odp. —

X

Zadanie 38. Niech X1, ..., X5 bedzie prébka z rozktadu prawdopodobienstwa o gestosci

—(60+1)
fe(x){ﬂx . dlaz>1,
0, poza tym.

Rozwazmy jednostajnie najmocniejszy test hipotezy Hy : § = 0.5 przeciwko alternatywie Hy : 6 > 0.5 na
poziomie istotnosci 0.01. Wyznaczy¢ obszar krytyczny tego testu.
Odp. Y7_ In X; < 2.5582

Zadanie 39. X1,...,X1( jest probka z rozkladu normalnego o znanej wartosci oczekiwanej p i nieznanej
wariancji o2. Rozwazmy test hipotezy Hy : 02 < 4 przeciwko alternatywie H; : 02 > 4, ktéry jest najmoc-
niejszy na poziomie istotnosci 0.05. Dla jakich wartosci wariancji moc tego testu jest nie mniejsza niz 0.957
Poda¢ zbiér M = {¢? : moc testu > 0.95}.

Odp. [18.58, 4+0)

Zadanie 40. Kazda ze zmiennych losowych X7, ..., X19o ma rozktad normalny N (u, 0?) z nieznana wartoécia
oczekiwana p i znang wariancja 0. Zalozono, ze zmienne sa niezalezne i wyznaczono (przy tych zatozeniach)
test jednostajnie najmocniejszy dla testowania hipotezy Hy : p = po przy alternatywie Hy : pu > po na
poziomie istotnosci 0.05. W rzeczywistosci zmienne losowe X1, ..., X100 maja taczny rozklad normalny, ale
sa skorelowane i wspdlczynnik korelacji Corr(X;, X;) = 0.1 dla wszystkich ¢ # j. Obliczyé faktyczny blad
pierwszego rodzaju testu z doktadnoscig do 0.01.

Odp. 0.31

Zadanie 41. Niech X1, Xo, X3, X4 bedzie préba z rozkladu jednostajnego na przedziale (0,0). Zakladamy,
ze nieznany parametr 6 jest zmienng losowa o rozkladzie z funkcja gestosci dana wzorem

404,20
”(9):{306 , dla >0,
, poza tym.

Hipoteze Hy : 0 < 3 przy alternatywie H; : 8 > 3 odrzucamy dla tych wartosci {x1, z2, 23,24}, dla ktérych
prawdopodobienstwo a posteriori zbioru {6 : 6 > 3} jest wieksze niz 0.5. Niech z4.4 = max{zy,x2, x5, 24}
Wyznaczy¢ obszar krytyczny testu.

Odp. {($1,$2,$3,334) P X4.4 > 3 — %

Zadanie 42. Niech Xi,...,X,, beda zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym N (u 0?) kazda oraz
niech Y7,...,Y, beda zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym N (us,0?) kazda. Wszystkie zmienne
sg niezalezne. Hipoteze Hy : pu1 = pe przy alternatywie Hy : pg > pe weryfikujemy w nastepujacy sposéb.
Zliczamy liczbe S elementéw w probee X7, ..., X, wickszych od wszystkich elementéw prébki Yy, ..., Y.
Hipoteze Hy odrzucamy, gdy S > s, gdzie s jest wartoscia krytyczna. Przypusémy, ze m = 7in = 8.
Wyznaczy¢ rozmiar testu, gdy s = 2.

Odp. 0.20
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Zadanie 43. Obserwujemy n niezaleznych zmiennych losowych Xi,..., X,, o tym samym rozkladzie o ge-

stosci )

2 dlaz € (0,0),

fo(x) =1 0 (0.6)

0, poza tym,
gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem. Rozwazmy test jednostajnie najmocniejszy dla weryfikacji hipotezy
Hy : 0 = 1 przy alternatywie H; : 8§ > 1 na poziomie istotnosci 0.1. Jak najmniej liczna préba nalezy
dysponowaé, aby moc otrzymanego testu przy alternatywie § = 2/3 byla nie mniejsza niz 0.97
Odp. n =3

Zadanie 44. Niech Xi,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu normalnego N (u,c?)
z nieznanymi parametrami u i 02. Rozwazamy problem testowania hipotezy Hy : i = 0 przy alternatywie

H;y : p # 0 za pomoca testu, ktéry odrzuca Hy, jesli %I > t, gdzie Z = ,/%Z?Zl X2. Dobrac¢ staly ¢ tak,

aby prawdopodobienistwo bledu pierwszego rodzaju testu bylo réwne 0.05, jesli wiadomo, ze n = 9.
Odp. 0.632

Zadanie 45. Kazda ze zmiennych losowych ma X;,..., X9 rozktad normalny z nieznana wartos$cia ocze-
kiwana p; i wariancja 1, a kazda ze zmiennych losowych Y7, ...,Yy rozktad normalny z nieznang warto-
$cig oczekiwana po 1 wariancja 4. Zalozono, ze wszystkie zmienne losowe sa niezalezne i wyznaczono, przy
tych zalozeniach, test oparty na ilorazie wiarogodnosci dla testowania hipotezy Hy : pu1 = po przy alter-
natywie Hy : pu3 # po na poziomie istotnoéci 0.05. W rzeczywistoéci zalozenie to nie jest spelnione: co
prawda pary zmiennych (X1,Y7),...,(Xo,Ys) sa niezalezne, ale X;,Y; sa zalezne i wspolczynnik korelacji
Corr(X;,Y;) =05 dlai = 1,...,9. Obliczyé¢ faktyczne prawdopodobiefistwo bledu pierwszego rodzaju «
i moc testu 8 przy alternatywie uy = po + 2.

Odp. a =0.01, 5 =0.82

Zadanie 46. Niech X1,..., X5 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu normalnego N (u1,02),
a Yy,...,Y1s niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu normalnego N (u2,0?). Wszystkie zmienne sa
niezalezne, a parametry pi, fto, 0> sa nieznane. Testujemy hipoteze Hy : p1 = po przy alternatywie H; :
1 # pe. Hipoteze Hy odrzucamy, gdy spelniona jest nieréwnosé

X-v]
S
gdzie X = Z}il X, Y = leil Y;i§? = leil(Xl —Y;)2. Wyznaczyé c tak, aby rozmiar testu byt réwny

0.05.
Odp. 0.4973

&

Zadanie 47. Obserwujemy niezalezne zmienne losowe X1, X5, X3,Y7, Y5, Y3, Y. Zmienne losowe X7, X5, X3
majg ten sam rozklad o dystrybuancie F), , a zmienne losowe Y1, Y3, Y3,Y; maja ten sam rozklad o dystry-
buancie F),,. Dystrybuanta F), spelnia warunek F,, = F(x —p) dla pewnej ustalonej, nieznanej, ciaglej, Scisle
rosnacej dystrybuanty F'. Weryfikujemy hipoteze Hy : 1 = po przy alternatywie Hy : p1 > pe stosujac test
o obszarze krytycznym K = {S: S > 13}, gdzie S jest suma rang zmiennych losowych X7, Xo, X3 w prébce
ztozonej ze wszystkich obserwacji ustawionych w ciag rosnacy. Wyznaczy¢ rozmiar testu.

Odp. 12/35

Zadanie 48. Na podstawie prostej proby losowej X71,...,Xsq testowano hipoteze Hy : 02 = 1 przy al-
ternatywie H; : 0% > 1, gdzie 02 jest parametrem odpowiadajacym za wariancje zmiennej losowej X;, za
pomocy testu o obszarze krytycznym K = {Zfil X2 > t}. Wiadomo, ze zmienne losowe majg rozktad
zadany gestoscia
2
fo(z) = 6lz|e ", dla z€R,
gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem. Wyznaczy¢ wartoéé¢ krytyczna t tak, by test mial poziom istotnosci

0.05.
Odp. 27.8793
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Zadanie 49. Niech X1, ..., Xs beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie o gestosci

folz) = 6291 dla0 <z <1,
o 0, poza tym,

gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem. Weryfikujemy hipoteze Hy : 8 = 1 przy alternatywie Hy : 6 > 1
testem jednostajnie najmocniejszym na poziomie istotnosci 0.05. Wyznaczy¢ moc tego testu przy 6 = 3.
Odp. 0.79

Zadanie 50. Obserwujemy X1, Xs, X3, X4 niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie Pareto
o gestosci

2 dlax >0
0, poza tym

i Y1,Y5, Y3, Yy, Y5 niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie Pareto o gestosci

2%2¢
fo, () = {(Qﬂ)ﬂéﬂa dla z > 0,
0, poza tym,

gdzie 0, i 0> sa nieznanymi parametrami dodatnimi. Wszystkie zmienne losowe sa niezalezne. Testujemy
hipoteze Hy : g—; = 1 przy alternatywie Hj : % > 1 za pomoca testu o obszarze krytycznym

gdzie 016 sg estymatorami najwiekszej wiarogodnosci odpowiednio parametréw 6, i #; wyznaczonymi na
podstawie préb losowych X1, X5, X3, X4 1 Y7, Y5, Y3, Yy, Ys. Dobraé stala ¢ tak, aby otrzymac test o rozmiarze
0.05.

Odp. 3.347

Zadanie 51. Niech X1,..., X1¢ beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozkladu normalnego, przy czym
EX;,=0iVarX; = "7,2, gdzie 02 jest nieznanym parametrem. Rozwazamy jednostajnie najmocniejszy test
hipotezy Hp : 02 < 4 przy alternatywie H; : 02 > 4 na poziomie istotnosci 0.05. Wyznaczy¢ zbiér S tych
wartoéci wariancji o2, dla ktérych moc tego testu jest nie mniejsza niz 0.95.

Odp. (18.584, +0)

Zadanie 52. Zakladajac, ze zmienne losowe Xi,..., X5 sa niezalezne i maja rozklady normalne X; ~
N (u\ﬁ, 1) zbudowano test jednostajnie najmocniejszy dla weryfikacji hipotezy Hy : p = 0 przy alternatywie
Hi : p > 0 na poziomie istotnosci 0.05. W rzeczywistodci okazalo sie, ze wektor (Xi,...,X5) ma rozklad

normalny taki, ze EX; = uv/i oraz
0.5, gdy|i—1|=1,
COU(Xian) = 17 gdyZ:j7
0, poza tym.

Wyznaczy¢ rzeczywisty rozmiar testu.
Odp. 0.11
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Zadanie 53. Obserwujemy X7, X5, X3, X4 niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie Pareto
o gestosci

0
fo,(x) = {(1+a:)191+1’ dla z >0,
0, poza tym

i Y1,Y5,Y3,Y,, Y5 niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie Pareto o gestosci

fo (x){(lﬂffezﬂ, dla z > 0,
2 0, poza tym.

gdzie 01 i 0 sa nieznanymi parametrami dodatnimi. Wszystkie zmienne losowe sa niezalezne. Testujemy
hipoteze Hy : %+ = 2 przy alternatywie H; : Z—; < 2 za pomoca testu o obszarze krytycznym

92 -
;
K={2<t},
02

gdzie 616 sg estymatorami najwiekszej wiarogodnosci odpowiednio parametréw 6, i #; wyznaczonymi na
podstawie prob losowych X1, Xo, X3, X4 1 Y7, Y5, Y3, Yy, Ys. Dobraé stala ¢ tak, aby otrzymac test o rozmiarze
0.05.

Odp. 0.6511

Zadanie 54. Niech X1, ..., X beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkltadzie jednostaj-
nym na przedziale (0, 0), gdzie # > 0 jest nieznanym parametrem. Zbudowano test jednostajnie najmocniejszy
dla weryfikacji hipotezy Hy : 6 = 1 przy alternatywie Hy : 6 # 1 na poziomie istotnosci 0.125. Wyznaczy¢
obszar krytyczny tego testu.

Odp. {max{Xl, o, Xgt e (0, @) U (1, +oo)}

Zadanie 55. Obserwujemy niezalezne zmienne losowe X7, Xo, X3, X4, Y1,Ys, Y3, Yy, Y5. Zmienne losowe
X1, X5, X3, X4 maja ten sam rozklad o dystrybuancie F,,, a zmienne losowe Y7,Y5,Y3,Yy, Y5 maja ten
sam rozktad o dystrybuancie F),,. Dystrybuanta F}, spelnia warunek

F, () = F(z — )

dla pewnej ustalonej, nieznanej, ciaglej, Scisle rosnacej dystrybuanty F'. Weryfikujemy hipoteze Hy : p1 = o
przy alternatywie Hy : puqp # s stosujac test o obszarze krytycznym

K={S:5<13Vv S >2T},
gdzie S jest suma rang zmiennych losowych X7, X5, X5, X4 w prébce zlozonej ze wszystkich obserwacji

ustawionych w ciag rosnacy. Wyznaczy¢ rozmiar testu.
Odp. 7/63
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Test chi-kwadrat

Zadanie 56. Testujemy niezalezno$¢ dwéch cech z tablicy kontygencyjnej. Jedna z cech przyjmuje n, a druga
m mozliwych wartosci. Tlo$¢ obserwacji w kazdej z (n - m) komdrek jest wystarczajaca, aby zastosowaé
test niezaleznosci chi-kwadrat. Odpowiednia statystyka bedzie miala asymptotycznie rozktad chi-kwadrat.
Wyznaczy¢ iloé¢ stopni swobody tego rozktadu.

Odp. (n—1)(m—1)

Zadanie 57. Wykonano 120 rzutéw dwiema koéciami do gry: czarng i biata. 45 razy na biatej kosci wypadto
wiecej oczek niz na czarnej, 50 razy na bialej kosci wypadlo mniej oczek niz na czarnej oraz 25 razy na bialej
kosci wypadla ta sama liczba oczek co na czarnej. Rozwazmy hipoteze Hj : obie kosSci sa rzetelne i wynik
rzutu koscia bialg jest niezalezny od wyniku rzutu koscia czarna. W oparciu o podane wyniki przeprowadzono
test chi-kwadrat. Pokazac¢, ze na poziomie istotnosci 0.1 test nie prowadzi do odrzucenia Hy.

Odp. —

Zadanie 58. Za pomoca testu chi-kwadrat zgodnoéci testowano hipoteze, iz n elementowa prébka pochodzi
z rozkladu Poissona o wartosci oczekiwanej réwnej jeden. Mamy niepelng informacje o prébcee, na podstawie
ktoérej przeprowadzono test:

k | 0 | 1 | 2 | 3lub wiecej
ToS¢ obserwacji | n—70—4—25 [ 70 | 40 | 25

Poda¢ najmniejsza mozliwa liczebno$é¢ probki n, jesli wiadomo, iz na poziomie istotnosci 0.05 nie znaleziono
podstaw do odrzucenia hipotezy o zgodnosci.
Odp. 196

Zadanie 59. Wykonujemy n rzutéw koscia do gry i weryfikujemy hipoteze Hy mowiaca, ze koS¢ jest rzetelna.
Standardowy test chi-kwadrat na poziomie istotnosci 0.001 odrzuca hipoteze zerowa, jesli obliczona warto$é
statystyki testowej przekracza 20.515. Przypuéémy, ze wykonalismy tylko n = 6 rzutéw. Jest to zbyt malo,
zeby asymptotyczne przyblizenie rozktadu chi-kwadrat byto zadowalajace. Wyznaczy¢ faktyczny rozmiar
testu.

Odp. 1/6°

Zadanie 60. Zmienna losowa X przyjmuje warto$ci 1 lub 2 z jednakowym prawdopodobienstwem 0.5.
Zmienna losowa Y przyjmuje wartosci 1,2,..., k. Dysponujemy prébka z tacznego rozktadu prawdopodo-
biefistwa zmiennych losowych X i Y, zlozong z n par obserwacji. Niech n;; oznacza liczbe takich par, dla
ktorych zmienna X przyjela wartosé i, zas Y wartosé j (1 =1,2; j = 1,2,...,k). W celu weryfikacji hipotezy
o niezaleznosci zmiennych X i Y, czyli hipotezy

1
Ho: P(X =iY =j) = P(Y =j) dlai=12 j=12...k

uzywamy statystyki

v A 2
2 _ (nij — nij) et 2]
X = E E np2 gdzie p;; = 5 .

Przy n — oo, rozklad tej statystyki zmierza do rozktadu chi-kwadrat. Wyznaczy¢ liczbe stopni swobody

rozktadu granicznego.
Odp. k
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Zadanie 61. Dysponujemy danymi o liczbie szkéd zgloszonych przez klientéw 1,2,...,k w ciagu n lat.
Niech S;(n) oznacza sumaryczna liczbe szkod dla klienta numer ¢ w ciagu n lat. Wiemy, ze S1(n), ..., Sk(n)
sg niezaleznymi zmiennymi o rozkladzie Poissona. Mamy tez pewne przypuszczenia dotyczace intensywnosci
pojawiania sie szkdd, czyli wartosci oczekiwanych tych zmiennych, ale nie jesteSmy ich pewni. Weryfikujemy
hipoteze statystyczna

Hy : dla kazdego i = 1,..., k zmienna losowa S;(n) ma rozklad Poissona z parametrem n;.

Hipotetyczne intensywnosci A1, . . ., A\x sa danymi, ustalonymi liczbami dodatnimi. Uzywamy pewnej odmiany
testu chi-kwadrat: obliczamy statystyke

(n) —n\;)?
XQZZ(Sﬁ( )n)\‘ /\z)

i=1

Jaki jest rozklad graniczny tej statystyki, jesli Hy jest prawdziwa i n — oco?
Odp. rozklad chi-kwadrat z k stopniami swobody

Zadanie 62. Wykonujemy n rzutéw koscia do gry i weryfikujemy hipoteze Hy mowiaca, ze koS¢ jest rzetelna,
tzn. ze kazda liczba oczek pojawia sie z jednakowym prawdopodobienstwem %. Standardowy test chi-kwadrat
na poziomie istotnoéci 0.01 odrzuca hipoteze zerowa, jezeli wartos$é statystyki chi-kwadrat przekracza 15.0863
(kwantyl rzedu 0.99 rozkladu chi-kwadrat z piecioma stopniami swobody). Przypu$émy, ze wykonalismy tylko
n = 6 rzutow. Jest to zbyt malo, zeby asymptotyczne przyblizenie rozktadu chi-kwadrat bylo zadowalajace.
Wyznaczy¢ faktyczny rozmiar testu odrzucamy Hy, jesli wartosé statystyki chi-kwadrat przekroczy 15.0863.
Odp. 2—%

Zadanie 63. W pewnym portfelu ubezpieczen samochodowych liczacym 450 ubezpieczonych odnotowano, ze
w ciagu roku ubezpieczenia 40 ubezpieczonych kobiet uczestniczylo w wypadku, 30 ubezpieczonych mezczyzn
uczestniczylo w wypadku, 160 ubezpieczonych kobiet nie uczestniczylo w wypadku oraz 220 ubezpieczonych
mezezyzn nie uczestniczylo w wypadku. Ile wynosi wartosé statystyki testu chi-kwadrat niezaleznosci i czy
(na poziomie istotnosci 0.05) istnieja podstawy do odrzucenia hipotezy o niezaleznosci wystapienia wypadku
od plci ubezpieczonego?

Odp. 5.41; nalezy odrzuci¢ hipoteze o niezaleznosci
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Inne zagadnienia testowania

Zadanie 64. Mamy trzy niezaleine, dziesigcioelementowe probki proste pobrane z trzech populacji nor-

malnych: X;1,...,Xi10 ~ N(ws, 0 ), 1 = 1,2,3 o tej samej (nieznanej) Wariancji O’ . W kazdym z trzech
przypadkéw policzono érednig X; = 10 ZZ 1 Xi,; oraz wariancje z probki S7 = 3 Z (X i —Xi)?. Uzyskano
nastepujace wyniki:

1 2 3

30 31 32

5’[33 5\ .

15/9 25/9 20/9

Przeprowadzono testy F' analizy wariancji na poziomie istotnosci 0.05 dla weryfikacji kazdej z nastepujacych
hipotez: His : p1 = po, Hoz @ pus = ps, His @ g1 = ps, Hios @ 1 = po = pg. Ktoére z hipotez zostana
odrzucone, a ktore nie?

Odp. odrzucone Hio3 i His

Zadanie 65. Rozwazamy model K obiektoéw obserwowanych przez T okresow czasu, gdzie zaréwno K jak
i T sa duzymi liczbami. Przyjmujemy nastepujace zalozenia:

o dla kazdego k =1,...,K oraz t = 1,...,T warunkowy rozklad zmiennej losowej X, j, przy danej wartosci
zmiennej ug, jest rozktadem normalnym o wartosci oczekiwanej i wariancji (ug, 02);
e dla kazdego k =1, ..., K rozklad zmiennej losowej uy jest rozktadem normalnym o wartosci oczekiwanej

i wariancji (u, a?).
Przyjmijmy typowe oznaczenia dla $rednich obiektowych i $redniej ogdlne;j:

1 & 1 &
:T;X@k,kzl,...,K, oraz X:EZX

k=1
Miedzyobiektowa i wewnatrzobiektowa sume kwadratéw odchylen oznaczmy:

K

SSB =Y (Xp—X)*, SSW = ZT: i(Xt,k — Xp)?

k=1 t=1 k=1
Wiadomo, ze zmienne losowe SSB i SSW sa niezalezne,

2

E(SSB) = (K — 1) <a2 + ;) , E(SSW)=K(T —1)o?

SS

7 /‘ 7 . . . 0-2
Dobrac stalg const tak, aby wartos$¢ oczekiwana wyrazenia const - 335 P S
K-3
Odp. TK(T-1)

W wyniosta

Zadanie 66. Rozpatrzmy standardowy model jednokierunkowej analizy wariancji. Niech X;; beda nieza-
leznymi zmiennymi losowymi o rozkladach normalnych (i = 1,...,k, j = 1,...,n;), przy czym EX;; = p;
i VarX,; = o?. Przyjmijmy typowe oznaczenia:

k n; &
SSW =Y " (Xiy— Xi)?, SST =) ni(X; - X)?,
i=1

i=1j=1
gdzie
13w x-13 3w, -y
=1 j=1
Przy zalozeniu, ze hipoteza o jednorodnosci jest prawdziwa, czyli ze p; = - -+ = uy, obliczy¢ E (%STVTY)
Odp. %
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