1. Pewien Student nie zna odpowiedzi na niektére z pytan na kartkach egzaminacyjnych. W jakim przypadku
szansa wyciagniecia przez niego kartki z pytaniem, na ktére nie zna odpowiedzi bedzie najmniejsza: jezeli
losuje pierwszy, czy jezeli losuje ostatni.

2. Prawdopodobiefistwo, ze wyroby pewnej fabryki spelniaja wymagane normy wynosi 0.96. Zakladamy
uproszczony system sprawdzania, ktory daje rezultat dodatni z prawdopodobienstwem 0.98 dla sztuk dobrych
i z prawdopodobienstwem 0.05 dla sztuk wadliwych. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze sztuka uznana za
dobrg przez kontrole rzeczywiscie spelnia wymagania normy?

3. Zalézmy, ze prawdopodobienstwo trafienia w cel przy pojedynczym strzale wynosi p, a prawdopodobien-
stwo zniszczenia celu przy k > 1 trafieniach wynosi 1 — ¢*. Jakie jest prawdopodobienstwo zniszczenia celu,
jezeli oddano n strzatéw.

4. W partii towaru ztozonej z N sztuk znajduje sie M < N wadliwych. Wybrano losowo n < N sztuk, ktére
poddano pobieznej kontroli. Kontrola ta moze popelnié bledy: z prawdopodobienstwem p moze sie zdarzyc¢,
ze wadliwa sztuke uzna sie za ,dobra”, a z prawdopodobienstwem ¢ dobra sztuke uzna sie za ,wadliwa”.
Obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze m sztuk zostanie uznanych za wadliwe.

5. Przypusémy, ze pewien owad sklada k jajeczek z prawdopodobienstwem %e’A, a kazde z jajeczek wylega
sie z prawdopodobienstwem p. Zakladajac wzajemna niezalezno$¢ wylegania si¢ jaj znalez¢ prawdopodobien-
stwo, ze ilo$¢ potomkéw danego owada wyniesie dokladnie [.

6. Z urny zawierajacej m > 3 kul bialych i n kul czarnych zgubiono jedng kule nieznanego koloru. Aby
okredli¢ sktad urny wybrano z niej losowo trzy kule. Znalez¢é prawdopodobienstwo, ze zgubiona kula byla
biala, jezeli wiadomo, ze wszystkie wybrane kule sa biale.

7. Dwaj gracze A 1 B posiadajacy poczatkowo kapitaly odpowiednio a i b graja w gre hazardowa sktadajaca
sie z oddzielnych partii. W kazdej z partii pierwszy z graczy wygrywa z prawdopodobienstwem 0.5 i przegrywa
z prawdopodobienstwem 0.5. Wyplata odbywa sie po kazdej partii i wynosi 1, przy czym gra toczy sie tak
dtugo, az jeden z graczy nie zostanie zruinowany. Obliczyé¢ prawdopodobienstwo ruiny drugiego gracza.
Rozwiazaé to zadanie w przypadku, gdy pierwszy gracz wygrywa z prawdopodobienstwem p > 0.5 i przegrywa
z prawdopodobienstwem ¢ = 1 — p.

8. Zmnalez¢ liczbe [ o tej wlasnosci, zeby przy rzucaniu kostka do gry prawdopodobienstwo zdarzenia A pole-
gajacego na wyrzuceniu serii trzech kolejnych jedynek przed seria 0 kolejnych nie—jedynek bylo w przyblizeniu
réwne 0.5. (Wskazéwka. Wprowadzié¢ prawdopodobiefistwa warunkowe u i v zdarzenia A przy warunku, ze
wynikiem pierwszego rzutu byly odpowiednio jedynka i nie—jedynka. Uzywajac wzoru na prawdopodobien-
stwo catkowite ulozyé¢ réwnanie wiazace u i v.)

9. Rozpatrzmy ciag niezaleznych do$wiadczen, z ktérych kazde moze daé trzy mozliwe wyniki A, B, C
z odpowiednimi prawdopodobiefistwami p, ¢ r (p + ¢ + r = 1). Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze

a. seria wynikow A o dlugosci « pojawi sie wezeéniej niz seria wynikéow B o dhugosci S3;

b. seria wynikéw A o dlugosci o pojawi sie wezesniej niz seria wynikow B o dlugosci 8 lub seria wynikéw
C o dtugosci 7.

10. Dwéch ludzi rzuca kolejno moneta. Wygrywa ten, kto pierwszy wyrzuci orta, Opisaé przestrzen zdarzen
elementarnych. Obliczy¢ prawdopodobienstwo pg, ze gra skonczy sie przy k—tym rzucie. Obliczyé wartosé
oczekiwang i wariancje iloéci rzutéw moneta.

11. Zmienne losowe X i Y sa niezalezne, przy czym EX =2, D?2X =1, EY =1, D?Y = 4. Znalez¢ wartoéé
oczekiwang i wariancje

a. 71 =X -2Y;

b. Zy=2X-Y.

12. Zalézmy, ze jeziorze jest 15000 ryb, z ktérych 1000 bylo zaobraczkowanych. Wylowiono z jeziora 100
ryb. Znalezé wartosé oczekiwang, ilosci ryb znaczonych wéréd polowu.

13. Wlaéciciel miesiecznego biletu kolejowego wychodzi zazwyczaj z domu miedzy godzing 730 a 8°° rano;
dojscie do stacji zajmuje mu od 20 do 30 minut. Zakladamy, Ze moment wyjscia z domu i czas zuzyty na



dojécie do stacji sa zmiennymi losowymi niezaleznymi o rozkladzie jednostajnym w odpowiednich przedzia-
tach. Sa dwa pociagi, ktérymi moze on dojechaé do pracy: jeden o 8%, ktéry jedzie 35 minut, i drugi o 822,
ktory jedzie 30 minut. Zakladajac, ze pojedzie on jednym z tych pociagéw, wyznaczy¢ warto$é oczekiwang
czasu jego przyjazdu na stacje przeznaczenia. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze spézni sie na oba pociagi?

14. Kontrola techniczna bada pewne elementy, z ktorych kazdy niezaleznie od innych moze byé¢ wadliwy
z prawdopodobienistwem p. Znalezé wartos¢ oczekiwana i wariancje ilodci sztuk wadliwych wsréd n kontrolo-
wanych. Znalez¢é warto$é oczekiwang iloéci sztuk dobrych pomiedzy dwoma kolejnymi sztukami wadliwymi.

15. Dwuwymiarowy rozklad pary zmiennych losowych X i Y przyjmujacych wartosci calkowite dany jest za
pomoca tablicy
| X=0 X=1 X=2 X=3 X=4 X=5
0 0.01 0.05 0.12 0.02 0.00 0.01
1 0.02 0.00 0.01 0.05 0.02 0.02
2 0.00 0.05 0.10 0.00 0.30 0.05
3 0.01 0.00 0.02 0.01 0.03 0.10
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Obliczyé¢
P{X =2y =3}, E(X|Y =1), BE(X+Y), B(X?|Y <1), P{X +Y <5|Y <2}, BE(XY|Y <1).

16. Wielka ilo§¢ N ludzi podlega badaniom krwi. Badanie to mozna przeprowadzi¢ dwoma sposobami.

1. Krew kazdego osobnika bada si¢ oddzielnie; w tym przypadku potrzeba N analiz;

2. Krew k osobnikéw miesza sie razem i analizuje sie otrzymana mieszanine. Jezeli wynik tej analizy jest
ujemny, to wystarcza ona dla k ludzi. Jezeli wynik jest dodatni, to bada si¢ oddzielnie tych k ludzi; w tym
przypadku potrzeba k + 1 analiz. Zakladamy, ze prawdopodobienistwo dodatniego wyniku analizy jest takie
samo dla wszystkich osobnikdéw i ze wyniki analiz sa wzajemnie niezalezne w sensie probabilistycznym.

a. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wynik analizy mieszanki krwi k£ osobnikdéw bedzie dodatni.

b. Obliczy¢ warto$é¢ oczekiwana ilosci X analiz dla drugiej metody.

c. Dla jakiej wartosci k wartosé oczekiwana ilosci niezbednych analiz osiaga minimum?

17. Niech X i Y beda niezalezne, przy czym
P{X=0}=P{X=1}=05 oraz P{Y <z}=2(0<z<1).

Zmnalez¢ rozklady zmiennych losowych
a. Z1 =Y+ X,

b. Zy=Y +1X;

c. Z3=YX.

18. Znalez¢ rozklad sumy niezaleznych zmiennych losowych X i Y takich, ze X ma rozklad jednostajny w
przedziale (—h, h), a Y ma dystrybuante F(y).

19. Niech zmienna losowa X ma rozklad o gestosci px (x). Znalezé funkcje gestosci zmiennych losowych
a. Y =aX +0, gdzie a i b sa rzeczywiste;

b. Y=X1

c. Y =cosX;

d. Y = f(X), gdzie f(x) jest funkcja ciagla i monotoniczna.

20. Udowodnié, ze dla dowolnej zmiennej losowej X o ciaglej dystrybuancie F(x) dla 0 < x < 1 mamy

P{F(X) <z} ==

21. Zmienna losowa skokowa X ma rozktad Poissona

Ame™A
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P{X =m}= (m=0,1,2,...).

Niech M oznacza Srednig arytmetyczna z N niezaleznych realizacji zmiennej X .

a. Znalez¢ érednia i wariancje zmiennej M.

b. Znalez¢ rozklad prawdopodobienstwa zmiennej M.

c. Narysowaé¢ wykres dla wynikéw punktu b tego zadania przy A=11i N =3,i N = 10.



22. Niech px (), py (y), px+v (2) beda gestosciami zmiennych losowych zmiennych losowych X, Y, X +Y.
Udowodnié, ze jezeli X i Y sg niezalezne, to

oo

Px+y(2) = / h px(z —y)py (y)dy = / px ()py (2 — x)dz.

— 00 — 00

23. Gestosé niezaleznych zmiennych losowych X i Y réwna sie

0, z <0,
a. px(@) =py(@) =9 "—ax <

0, x S 0793 Z a,
b. px(x):py(x): 17 0<z<a;

c. px(z)=py(z)= J%—Wexp (—12?).
Wyznaczy¢ gestosé rozktadu zmiennej losowej Z = X/Y.

24. Znalez¢ rozklad iloczynu niezaleznych czynnikéw X i Y majac dane ich dystrybuanty Fi(x) i Fa(y).

25. Na odcinek [0, 1] rzucono n punktéw. Zakladajac, ze punkty zostaly rzucone losowo (tzn. polozenie
kazdego z nich ma rozklad jednostajny na przedziale [0,1] i sa one wzajemnie niezalezne) znalezé
a. gestosé rozkladu 77 = max(X1, Xo, ..., Xn);
b. gesto$é¢ rozkladu k—tego punktu od lewej strony;
c. laczny rozklad polozenia k—tego i m—tego punktu liczac od lewej strony (k < m);
d. gestosé rozktadu Z; = max X; — min Xj.
K3 K3

26. Dwuwymiarowy rozklad normalny. Dwuwymiarowy rozktad zmiennych losowych X i Y opisany
jest funkcja gestosci

Fa.y) = m - exp {2(1 L = ((xéu)Q g m)ly—p2) | @52)2)]

o7 0102 03
dla wszystkich (x,y) € R?, 1,2 € R, 01,00 >0, o € [-1,1].
a. Znalez¢ rozklad brzegowy zmiennej losowej X oraz rozklad warunkowy X pod warunkiem Y = y.
b. Znalez¢ rozklad brzegowy zmiennej losowej Y oraz rozklad warunkowy Y pod warunkiem X = x.
c. Sprawdzi¢, czy zmienne losowe X i Y sg niezalezne.
d. Wyznaczyé EX, EY, D?X, D?Y, Cov(X,Y) oraz wspolczynnik korelacji.
e. Wyznaczy¢ rozktady zmiennych losowych X +Y, X —Y, X2, X2 4Y?2
f. Wyznaczy¢ E(X+Y), E(X-Y), E(X?), E(X?+Y?), D*(X+Y), D*(X-Y), D*(X?), D?*(X?+Y?).
g. Wyznaczyé E(X|Y), E(Y|X), D*(X|Y), D*(Y|X).

27. Wielowymiarowy rozklad normalny N, (u, X). Wektor losowy © = [z1,...,x,])" ma n-wymiarowy
rozklad normalny, jezeli jego funkcja gestosci wyraza sie wzorem
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Udowodnié, ze
Fx=pn, D?z=2X

Udowodnié, ze

a. Jezeli ¢ ~ N, (0, ), A — p x n macierz stalych, to Az ~ N,(Ap, AXA’).

b. Jezeli Xi,...,X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach normalnych o tej samej wariancji
oraz T jest macierza ortogonalna, to elementy wektora losowego Tx sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
o rozkladach normalnych.

c. Jezeli  ma n—-wymiarowy rozktad normalny, to kazda sktadowa ma jednowymiarowy rozklad normalny
(twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.)

d. Wektor  ma wielowymiarowy rozklad normalny wtedy i tylko wtedy, gdy (V a # 0) a’x ma jednowy-
miarowy rozklad normalny.

e. Niech ¢ ~ N, (0, X). Zmienne losowe a’x oraz b’z sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy a’b = 0.



