Estymatory meob(:laczone
o minimalnej wariancji

Model statystyczny (X,{Py, 6 € ©}); g: 0 — R!
Zadanie: oszacowaé nieznang wartos¢ g(6)
Wybraé takie (X1, Xs,...,X,) by (V0 € O)

nieobciazonosé FEgd(X1,Xo,...,X,) = g(6)

minimalna wariancja

D2(8) = Ey (6(X1, Xo,...,X,) — g(0))” = min

Twierdzenie 6.1 (Rao—Blackwella) Jezeli § jest es-
tymatorem mnieobcigzonym i jezeli T jest statystykq
dostateczng zupelng, to Fo(g|T) jest rowniez esty-
matorem nieobcigzonym o jednostajnie nie wiekszej
wariancyt niz wariancja estymatora g. W

Twierdzenie 6.2 Jezeli T jest statystyka dosta-
teczng zupeing i jezeli dla danej funkcji g istnieje
funkcja g taka, ze

(V6 € ©) Epg(T) = g(0),
to g(T) jest ENMW [g(6). R
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Przyktad (Model dwumianowy).
Model pojedynczej obserwacji X:

({0,1},{D(6), 0 € [0,1]})
Rodzina {D(0), 0 € |0, 1]} jest rodzing wykltadnicza:

0
po(x) = exp {xlog T4 + log(1 —9)}, x=0,1

Statystyka dostateczna: T'(z) = x
Model dla préoby Xq, Xso, ..., X,;:

({0,1},{D(8), 6 € [0,1]})"

Statystyka dostateczna: T = > X;.
Model dla statystyki T°

{0,1,....,n},{B(n,0), 6 € [0,1]})
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Estymacja parametru 6.
Funkcja g: g(0) = 6.

ENMWI[6] =

Estymacja wariancji 6(1 — 0).

Funkcja g: g(0) = 6(1 —9).
Wyznaczy¢ g taka, ze VO € ©

Zg ()9%-9) =0(1—9)

(Wskazowka: v =6/(1 — 0))

T(n—1T)

ENMWI[H(1 - 6)] =2= 10—
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Przykiad (Model Poissona). Model pojedynczej
obserwacji X:

({0,1,2,...},{Po(0), 0 € R, })
Rodzina { Po(#), 6 € R, } jest rodzing wyktadnicza:
po(x) =exp{—xlogh —0}x!, x=0,1,2,...
Statystyka dostateczna: T'(z) = x
Model dla préoby Xq, Xso, ..., X,;:
({0,1,2...},{Po(0), 6 e R . })"

Statystyka dostateczna: T' = ) X;
Model dla statystyki T’

({0,1,2,...},{Po(nf), 8 € R, })
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Estymacja parametru 6.
Funkcja g: g(0) = 6.

ENMWIf) = =
n

Estymacja A = e % = Py{X = 0}. Niech

1, jezeli X; =0, R
Yj_{o, jezeli X; > 0. °ra% 2 —EZYJ

Estymator A\* jest nieobciazony, gdyz

E@Y}'Zl-PQ{X:O}—I—O'PQ{X>O}

A

Poniewaz T jest dostateczna i zupelna, wiec A =
Eg(M*|T) jest ENMW ).

Es(\|T =1t) = ZY\T_t

—Ey(NM|T =t) = P@{X1 = 0|T =t}
= ) P{X1=0,Xo=a2,..., X =,|T =t}

T+ tITp=t

=0
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Pg{Xl :Zbl,XQ :ZEQ,...,Xn :ZUn|T:t}
. Pg{Xl :xl,XQ :ZUQ,...,Xn :xn,T:t}

Po{T =t}
0, jezeli Y x; #t
- i +"‘wne—n9 ! . e .
’ 1$1!...$n! | (rne)f'e—nQ 9 JeZell Z xz = t

B - jezeli Y x; =t

ntxi!l...x,!?

Poniewaz
¢ t! . N
(al—i_“._'_&n) — Z | |0411"'Oénn
o 1ee+.Lp-
T1+FxTpn=t
wiec
t!
Z | ] — nt
3’;1—|—_|_xn:t x]-' : x’n
Zatem
t! (n—1)*
V= Z t — 7
ntxs!. .. x,! n
To+-+Tnp=t
Czyli
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Poréwnanie wariancji estymatorow A* oraz A

AML—=)) e ?(1—-eY)

D2)\* = —
¢ n n
2
00 t
A 1 (nh)*
Eg)\? = 1— = —nd
(n—1)* ]t
Sl
¢!
t=0
00 |:(n_1)29}t
_ —(2+%)0 n D7 —(241)6
) P e D )
t=0
Dg;\ _ o (27%)0 _ o720 _ y\(2-7) _ )2
—— D3 X"
JPm—— N D3\
A
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Niech € > 0

PN =N <et =2  P{r=)\<e}=2

P)\{‘)\* — A< 6}

;

= Py« n(Ae)<iYi<n(>\+s)}

\ 1=1

ZYZ- ~ B (n,)\ = 6_9)
i=1

P)\{‘S\ — )\’ < 8}
_p log(\ + ¢) _ iX' _ log(A — ¢€)
log(1 — %) — log(1 — %)

n

ZXi ~ Po(nf = —nlog\)

1=1
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A PN <e}l | PN <e)
e =0.05; n =50
0.1 0.9793 0.7661
0.2 0.8358 0.6235
0.3 0.7275 0.5593
0.4 0.6256 0.5291
0.5 0.6052 0.5201
0.6 0.5719 0.5291
0.7 0.5912 0.5593
0.8 0.6240 0.6235
0.9 0.8092 0.7661
e =0.01; n =50
0.1 0.3590 0.1850
0.2 0.2197 0.1398
0.3 0.2036 0.1223
0.4 0.1176 0.1146
0.5 0.1350 0.1123
0.6 0.1567 0.1146
0.7 0.1879 0.1223
0.8 0.1192 0.1398
0.9 0.1743 0.1849
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Przykiad (Model gaussowski). Model pojedyn-
czej obserwacji X:

(R, {N (,0%), 0 = (n,0°) eRxR.})

Rodzina {N (u,0?),0 = (u,0%) € R x Ry} jest wy-
ktadnicza

fuo(x) =
exp{—ix —I—%x—(u—2—|—10g< ﬁ))}

202 o 202

Statystyka dostateczna: (T1(z), Ta(z)) = (x, z?)
Model dla proby Xi, Xo, ..., X,,:

(R, N (n,0%), 0= (n,0%) eERxRy})" =
(R",{N (p1,,0%I,), 0 = (u,0%) e Rx R, })
Statystyka dostateczna: (T1,T3) = (O X;, > X?)

Niech

N

S (Xi-?,  p mmane,

_ 1
X=-) X;, $*=
nz_: < 2 :
= (X; — X)“, p nie znane.

. ~.
M:n
—

L =1
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Zmienna losowa S?/0? ma rozktad chi-kwadrat z v
stopniami swobody:

n, W Znane,

V= {n — 1, p nie znane.
o n 0

V+ o >
FE,oS5% =< K, o ’
0, v+ o <0,

gdzie Ko =T (%) / (25T (452))

Jezeli y oraz o nie sg znane, to

ENMW [y == X

ENMW/o?] =2=

ENMW /o] =2= AT 2(%
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Definicja 6.1 IloScig informacjyi o 0 zawartg w X
nazywamy wielko$é Iy = Ey[{0logpe(X)/00}?]. [

Twierdzenie 6.3 (Nierownosé Cramera—Rao)
Niech {Py : 8 € ©} bedzie rodzinag rozkladéw, niech
6 bedzie parametrem liczbowym i niech © bedzie
przedzialem na prostej. Zakladamy, ze dla kazdego
0 rozklad Py ma gestosc pg. Jezeli speinione sa pewne
warunki regularnosci, to nierownosc

Dgo* > I,

speiniona jest dla kazdego estymatora nieobcigzo-
nego 0* parametru 6. B

Definicja 6.2 Liczbe

1"
eff(0™) = 527
0

nazywamy efektywnoscig estymatora 6*. L]

Lemat. Jezeli spetnione sa warunki regularnosci, to

82
IQ = EQ [—@ logpg(X)]
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Przyktad (Model gaussowski). Model dla préby
Xl,XQ, c. ,Xni

(R",{N (p1,,0°I,), p € R})

Obliczamy I,

pul®) = (0 127T)nexp{—%i2 .” (X —M)2}

1=1
1 — )
logp,(x) = —nlog (0\/ 27r) ~ 5.2 (X; — )
1=1
0 1 —
B log pu(x) = — i:1(Xz' — 1)
0> n
912 log pu(x) = T2
Zatem "
IM — ?

Poniewaz D?*X = 0% /n, wiec

eff(X) =1
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Przyktad . Model pojedynczej obserwacji X:

(11,2,..3,{Ps: 0> 0})

6= e—?
z!(1—e9)

PQ{X = :E} =

0

Zadanie: oszacowaé e’ na podstawie jednej obser-

wacjl

T(X) jest ENMW ([e™Y], jezeli

- 9"
> T() =€
— z!(1 —e?)

Rozwiazanie:
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Przyktad . Model pojedynczej obserwacji X:
(Z,{Py : 0 € Z})
1
P {X =0—-1}=Py{X =0 =Py{X =0+1} = -

Estymator nieobcigzony: 0(X) = X
Wariancja: D0 =2= 2/3

Niech ag + a1 + as = 0 oraz

ag, mod(x;3)
é(x) =< a1, mod(x;3)
az, mod(x;3)

0
1
2

Niech 0*(X) = X + 6(X)

Eg0" =60 (VO € 0O)

Dj6" =2=
((az — 1) + a3 + (a1 +1)%)/3, mod(6;3) =0
((a0 —1)* +ai + (a2 +1)°)/3, mod(6;3) =1
((ar — 1)%2 4+ a3 + (ap +1)?)/3, mod(6;3) =2

WZ_Statmat 6.15



X _.-@® — <
\\\\\
\\\\\\\\\\ ]
.I \\\\\\ 1
: 1
3 1
-~
-~
Il
. 1
’l —
,l -
. 1
[ § \ — OO
~
-~
-~
-~ 1
~d
—I
-~
- -~
~
~
~
PSS o ® — -
\\\\\\\\\ 1
.l \\\\\ 1
I’ — h
] 1
~
~
-~
I, -
ll n
. 1
N A% — L0
-~
-~
Il -
< !
Jl
1SS
— ~
-~
-~
\\\\\ e
\\\\\\\\\\\ <
.l \\\\\\\ 1
: 1
- 1
-~
~
Il
. 1
I/ —
I' —
. 1
[ § \ — O\
~
~
~
~ 1
S
[
1 Se
-~
’.
3---""
‘\\\.
\\\\\\ i
|. \\\\\\\\ 1
1
xr_\

20
1)39* (ao

* .

__1)

0.5,a1 =0.5,a0 =

Wniosek: ni
ek: nie istnieje EN M
wo]



