Metoda najwiekszej
wiarogodnosci

Przyktad wstepny. Wykonano 50 rzutéw nieznang
monetg i otrzymano 32 orty. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo wyrzucenia orta w pojedynczym rzucie?
Model statystyczny liczby ortow:

({0,1,...,50},{B (50,6), 6 € [0,1]})

Prawdopodobienstwo uzyskania 32 ortéw w 50 rzu-

tach 50

Dla jakiego 6 uzyskanie 32 ortéw jest najbardzie]
prawdopodobne?

pe(32)
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Definicja 7.1 Dla ustalonego r € A wielkos¢

L(0;x) = po(x)
nazywamy wiarogodnoscia parametru 6, gdy zaob-
serwowano x. [
Definicja 7.2 Jezeli przy kazdym ustalonym x € X
istnieje = 6(x) € O takie, ze
L(0;z) > L(6;z) (V0 € O),
to odwzorowanie § : X — © nazywamy estymatorem

najwiekszej wiarogodnosci. [

Twierdzenie 7.1 Jezeli h : © — O jest funkcja

réznowartosciowa oraz 0 jest ENW/0], to h(6) jest
ENWIh(0).

Definicja 7.3 Jezeli h : © — O, to ENW h(0)]
okreslamy jako h(0), gdzie 6 jest ENW60]. [

Uwaga techniczna: rozwazy¢ L = log L
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Przyktad (Model dwumianowy). Skonstruowac
ENW 0] na podstawie préby X1, Xo, ..., X,.

Wiarogodnosé parametru 6:

L(Q;Il, e o

L(e;$1, «oe

) = (Z’) gt(1 — )" (t - ij}x)
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Przyktad (Model Poissona).

Skonstruowaé ENW 0] oraz ENW [e~?] na podsta-
wie préby Xl, XQ, ce ,Xn.

Wiarogodno$¢ parametru 6:

0)t &
LO;z1,...,x,) = %e_(”e) <t = sz>
‘ i=1

L(O;x1,...,2,) =tlogn+tlogd — log(t!) — nb

T
ENWIf] = = =22

n

0

Jezeli A = e 7, to ENW[\ = e~ (=2=\)

R5;(\) = Eg(A — \)? = Eg\? — 2\Eg\ + \?
~ = _t 2 n@t _n
BN =3 (%) (u)e 9
t=0

_2
— e‘n@ i (77,96; " )t
t=0 '

:exp{—ne(l—e—%)}

_ )\n(l—e n)
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Przyktad (Model gaussowsks).

Skonstruowa¢ ENW[u| i ENW/[o?] na podstawie
préby Xl, X2, c o ,Xn.
Wiarogodno$éé parametru (u, o)

L(p, 0% 21,...,2)

WZ_Statmat 7.6



Poréwnanie estymatoréw wariancji (¢ > 0):

e (30 (- 57)

1=1

R, ,2(ENMW][c?]) =2=

R, o2 (ENW[0?]) =2=

Estymatorem typu ¢y ", (Xq; — X )2 o jednostajnie
najmniejszym ryzyku jest
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Niech pg(z) spelniajg pewne warunki regularnosci.

Twierdzenie 7.2 Jezeli X4, ..., X,, sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie o ge-
stosci pg(x), to rownanie wiarogodnosci

%[pe(ml)”'pe(iﬂn)] =0

ma rozwigzanie 0, (x1,...,x,) takie, ze

Ve >0 lim P90 {

n—aoo

én(Xl,...,Xn)—eo‘ <€} =1

oraz

(+)  Vn (én(Xl, X)) — 90) N (0, 1—19) |

A

Definicja 7.4 Estymator 6, spelniajacy warunek
(%) nazywamy asymptotycznie efektywnym. [
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Przyktad . Estymujemy parametr 6 jednoparame-
trowe] rodziny wyktadnicze]

po(x) = exp{0T(z) — b(0)}

Wiarogodnosé préby

L(0;xy,...,x,) = exp {HZT(%) - nb(@)}

1=1

A

0, = ENW|0] istnieje i jest rozwiazaniem réwnania
LS 1@ = v
i Z

Ponadto

Ve>0 lim PQO{

n—aoo

Vit (0, = 86) = N (0. ).

én—90‘<5}:1

WZ_Statmat 7.9



Przyktad . Model statystyczny

( { : ERXR+})

Pu.o?(T) = 1\/;; exp {_%(3j _ M)2}

+ U\j%exp{—; (x(j”)Q}

Wiarogodnos¢ préby

L(/L,O'Z;ZCl, s 73371/) — Hpﬂ7‘72(xi)

Dla kazdego M > 0 istnieja (u, o) takie, ze

L(p, 0% 21, ... ,20) > M

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
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Przyktad . Model statystyczny

(e fos-2oe2)-ves)

po(T1,...,xpn) =
1, gdy@—%gxl,...,xn§9+%,
0, poza tym.

Wiarogodnosé préby

L(O;xq,...,2,) =
17 gdy xn:n_% Segml:n—i_%a
0, poza tym.

Kazda liczba z przedziatu [Xn:n — L X, + %] jest
ENWI0].

WZ_Statmat 7.11



Przyktad . Model statystyczny

(R, {Pp:0 €Ry})

po(x) = 0z Lexp {—339}

Logarytm wiarogodnosci proby

L(O;x1,...,2,) =
nlogf + (6 — 1) sz — Zexp {0log x;}
i=1 i=1
Pochodna

Istnieje ENW 0]
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