
Metoda największej
wiarogodności

Przykład wstępny. Wykonano 50 rzutów nieznaną
monetą i otrzymano 32 orły. Jakie jest prawdopodo-
bieństwo wyrzucenia orła w pojedynczym rzucie?
Model statystyczny liczby orłów:

({0, 1, . . . , 50}, {B (50, θ) , θ ∈ [0, 1]})
Prawdopodobieństwo uzyskania 32 orłów w 50 rzu-
tach

pθ(32) =
(

50
32

)
θ32(1− θ)50−32

Dla jakiego θ uzyskanie 32 orłów jest najbardziej
prawdopodobne?
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Definicja 7.1 Dla ustalonego x ∈ X wielkość

L(θ;x) = pθ(x)

nazywamy wiarogodnością parametru θ, gdy zaob-
serwowano x.

Definicja 7.2 Jeżeli przy każdym ustalonym x ∈ X
istnieje θ̂ = θ̂(x) ∈ Θ takie, że

L(θ̂;x) ≥ L(θ;x) (∀θ ∈ Θ) ,

to odwzorowanie θ̂ : X → Θ nazywamy estymatorem
największej wiarogodności.

Twierdzenie 7.1 Jeżeli h : Θ → Θ jest funkcją
różnowartościową oraz θ̂ jest ENW [θ], to h(θ̂) jest
ENW [h(θ)].

Definicja 7.3 Jeżeli h : Θ → Θ, to ENW [h(θ)]
określamy jako h(θ̂), gdzie θ̂ jest ENW [θ].

Uwaga techniczna: rozważyć L = logL
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Przykład (Model dwumianowy). Skonstruować
ENW [θ] na podstawie próby X1, X2, . . . , Xn.

Wiarogodność parametru θ:

L(θ;x1, . . . , xn) =
(
n

t

)
θt(1− θ)n−t

(
t =

n∑

i=1

xi

)

L(θ;x1, . . . , xn) = log
(
n

t

)
+t log θ+(n−t) log(1−θ)

dL
dθ

=
t

θ
− n− t

1− θ = 0

ENW [θ] ==?=
T

n
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Przykład (Model Poissona).
Skonstruować ENW [θ] oraz ENW [e−θ] na podsta-
wie próby X1, X2, . . . , Xn.
Wiarogodność parametru θ:

L(θ;x1, . . . , xn) =
(nθ)t

t!
e−(nθ)

(
t =

n∑

i=1

xi

)

L(θ;x1, . . . , xn) = t log n+ t log θ − log(t!)− nθ

ENW [θ] =
T

n
===ozn

θ̃

Jeżeli λ = e−θ, to ENW [λ] = e−θ̃(===ozn
λ̃)

Rλ̃(λ) = Eθ(λ̃− λ)2 = Eθλ̃
2 − 2λEθλ̃+ λ2

Eθλ̃
2 =

∞∑
t=0

(
e−

t
n

)2 (nθ)t

t!
e−nθ

= e−nθ
∞∑
t=0

(nθe−
2
n )t

t!

= exp
{
−nθ

(
1− e− 2

n

)}

= λn(1−e− 2
n )
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Eθλ̃ =
∞∑
t=0

e−
t
n

(nθ)t

t!
e−nθ

= e−nθ
∞∑
t=0

(nθe−
1
n )t

t!

= exp
{
−nθ

(
1− e− 1

n

)}

= λn(1−e− 1
n )

Rλ̃(λ) = λn(1−e− 2
n ) − 2λ1+n(1−e− 1

n ) + λ2
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Przykład (Model gaussowski).
Skonstruować ENW [µ] i ENW [σ2] na podstawie
próby X1, X2, . . . , Xn.
Wiarogodność parametru (µ, σ2)

L(µ, σ2;x1, . . . , xn)

=
(

1

σ
√

2π

)n
exp

{
1
2

n∑

i=1

(
xi − µ
σ

)2
}

L(µ, σ2;x1, . . . , xn)

= −n log
√

2π − n

2
log σ2 − 1

2σ2

n∑

i=1

(xi − µ)2

{
∂L
∂µ = − 1

σ2

∑n
i=1 (xi − µ) = 0

∂L
∂σ2 = −n2 1

σ2 + 1
2σ4

∑n
i=1 (xi − µ)2 = 0

ENW [µ] ==?= X̄

ENW [σ2] ==?=
1
n

n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2
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Porównanie estymatorów wariancji (c > 0):

Rµ,σ2

(
c

n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2
)

=Eµ,σ2

[
c
n∑

i=1

(
Xi−X̄

)2− σ2

]2

==?= σ4 [c2(n2 − 1)− 2c(n− 1) + 1
]

Rµ,σ2(ENMW [σ2]) ==?=
2

n− 1
σ4

Rµ,σ2(ENW [σ2]) ==?=
2n− 1
n2 σ4

Estymatorem typu c
∑n
i=1

(
Xi − X̄

)2
o jednostajnie

najmniejszym ryzyku jest

1
n+ 1

n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2
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Niech pθ(x) spełniają pewne warunki regularności.

Twierdzenie 7.2 Jeżeli X1, . . . , Xn są niezależnymi
zmiennymi losowymi o tym samym rozkładzie o gę-
stości pθ(x), to równanie wiarogodności

∂

∂θ
[pθ(x1) · · · pθ(xn)] = 0

ma rozwiązanie θ̂n(x1, . . . , xn) takie, że

∀ε > 0 lim
n→∞

Pθ0

{∣∣∣θ̂n(X1, . . . , Xn)− θ0

∣∣∣ < ε
}

= 1

oraz

(∗) √
n
(
θ̂n(X1, . . . , Xn)− θ0

)
→ N

(
0,

1
Iθ

)
.

Definicja 7.4 Estymator θ̂n spełniający warunek
(∗) nazywamy asymptotycznie efektywnym.
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Przykład . Estymujemy parametr θ jednoparame-
trowej rodziny wykładniczej

pθ(x) = exp{θT (x)− b(θ)}

Wiarogodność próby

L(θ;x1, . . . , xn) = exp

{
θ

n∑

i=1

T (xi)− nb(θ)
}

θ̂n = ENW [θ] istnieje i jest rozwiązaniem równania

1
n

n∑

i=1

T (xi) = b′(θ)

Ponadto

∀ε > 0 lim
n→∞

Pθ0

{∣∣∣θ̂n − θ0

∣∣∣ < ε
}

= 1

√
n
(
θ̂n − θ0

)
→ N

(
0,

1
Iθ = D2

θT

)
.
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Przykład . Model statystyczny

(
R,
{
Pµ,σ2 : (µ, σ2) ∈ R× R+

})

pµ,σ2(x) =
1− ε√

2π
exp

{
−1

2
(x− µ)2

}

+
ε

σ
√

2π
exp

{
−1

2

(
x− µ
σ

)2
}

Wiarogodność próby

L(µ, σ2;x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

pµ,σ2(xi)

Dla każdego M > 0 istnieją (µ, σ) takie, że

L(µ, σ2;x1, . . . , xn) > M
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Przykład . Model statystyczny

(
R,
{
U

(
θ − 1

2
, θ +

1
2

)
: θ ∈ R

})

pθ(x1, . . . , xn) ={
1, gdy θ − 1

2 ≤ x1, . . . , xn ≤ θ + 1
2 ,

0, poza tym.

Wiarogodność próby

L(θ;x1, . . . , xn) ={
1, gdy xn:n − 1

2 ≤ θ ≤ x1:n + 1
2 ,

0, poza tym.

Każda liczba z przedziału
[
Xn:n − 1

2 , X1:n + 1
2

]
jest

ENW [θ].
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Przykład . Model statystyczny

(R+, {Pθ : θ ∈ R+})

pθ(x) = θxθ−1 exp
{−xθ}

Logarytm wiarogodności próby

L(θ;x1, . . . , xn) =

n log θ + (θ − 1)
n∑

i=1

xi −
n∑

i=1

exp {θ log xi}

Pochodna

n

θ
+

n∑

i=1

xi −
n∑

i=1

log xi exp {θ log xi}

Istnieje ENW [θ]
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