Metoda najmniejszych
kwadratow

Przyktad wstepny. W ekonomicznej teorii produk-
cji rozwaza sie funkcje produkcji Cobba—Douglasa:

v = ALYKP

gdzie z oznacza wielkos¢ produkcji, L jest naktadem
pracy, K nakladem kapitatu. Liczby A, o, 8 sg pew-
nymi statymi. Ekonomisci interesujg sie wielkoSciami
A, ai . W celu oceny nieznanych wielkosci prowa-
dzone sg obserwacje wielkosci produkcji Z; przy roz-
nych naktadach L; oraz K;, przy czym zaklada sie,
ze obserwacje te obarczone sg bledami losowymi ¢;,
tzn.:

Z; = ALK +¢;, i=1,...,n

Jako oszacowania nieznanych parametrow przyjmuje
sie takie wartosci, przy ktorych btedy losowe sg mate

n

zn:a? = (Zi — ALYK})? = minl
=1

1=1
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Obserwujemy zmienne losowe Y7,...,Y,, takie, ze
EY; =g¢;0), i=1,...,n

o cRF ¢,:0 >R

Definicja 8.1 Estymatorem najmniejszych kwadra-
tow parametru 6 (EMNK|0]) nazywamy wielko$é
minimalizujaca S(6). U]

Resztowa suma kwadratéw (EM N K[0] =2 §)

n

S(O) =) (Vi —gi(6))

1=1
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Definicja 8.2 Modelem liniowym nazywamy model
statystyczny, w ktorym obserwacje Y7,...,Y, maja
postac

Yi=01x+- o+ Gprpi i, 1=1,...,n
gdzie z;; sa ustalonymi liczbami, 3; sa nieznanymi
parametrami modelu, €; sg niezaleznymi ,btedami
losowymi” takimi, ze Fe; = 0 oraz D?c; = ¢%. [
Zapis macierzowy

Y=X3+e.

Y = (Vi..... V)
/B, — (B()aﬁl)"'ﬁp)

/
e =(e1,---,En)
CT11 :Epl_
T19 :Cp2
X =
_.fCln © e xpn_

Zatozenie: macierz X jest pelnego rzedu
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Resztowa suma kwadratow

2

SB) =) |Yi-) Bz
j=1

1=1
= (Y- Xp)' (Y- XB)
=Y - XpI*

X3 jest rzutem Yna {X3: 3 € R’}
(Y- XB)/X =0

EMNEK[B] = (X' X)" 1 XY =22~ 3

Jezeli ¢ € RP, to

EMNKI[c8] =B
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Przyktad . Na podstawie obserwacji Y7,...,Y,, sza-
cujemy wartos¢ oczekiwang . Model

Yi=p+¢e, 1=1,....n
W zapisie macierzowym
6 — K, X = 1,

EMNK[u = (X'X)"'X'Y=Y

Przyktad . Rozwazmy model

Yi =wip +xiope +&, 1=1,...,n

przy czym
ZCﬂ:l, xigz()dlaizl,...,nl
ri1 =0, rzpo=1dlat=n1+1,...,n

Szacujemy roznice pq — fia.
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Zapis macierzowy

n—ni 17’L—’rl,1

]"nl Onl
B = (mp). X= |, |

EMNK[B] = (X'X)"'X'Y

[x 2
| O TLQ Z:L:n1+1 }/’L
i Y ]
— 1 "
L n—n1 Zi:nl—i—l Y:L

Jezeli ¢ = (1,—1), to /B = pu1 — o

1 mn1 1 mn
EMNK[juy — o] = — S Y, — y:
el s ; =i i:%:—i—l
Jezeli ¢/ = (1,0), to /B = 1
R
EMNK = — Y;
[111] mZ;

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
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Twierdzenie 8.1 FM N K|[3] jest estymatorem nie-
obcigzonym o wariancji o*(X'X)™1 B

Definicja 8.3 Funkcje parametryczng ¢’ nazywa-
my estymowalna, jezeli istnieje jej estymator nieob-
cigzony postaci b’'Y. [

Twierdzenie 8.2 Funkcja parametryczna ¢'(3 jest
estymowalna wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € ImX’' I

Twierdzenie 8.3 (Gaussa—Markowa) Jezeli bledy
losowe €1, . . ., €, S§ nieskorelowanymi zmiennymi lo-
sowymi o zerowej wartosci oczekiwanej i takiej samej
wariancji, to dla kazdej estymowalnej funkcji para-
metrycznej ¢’ 3 i dla kazdego nieobciazonego estyma-
tora liniowego b'Y tej funkcji zachodzi

Dj(¢'B) < D3(V'Y), VBeR?
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Estymacja wariancji o2

Resztowa suma kwadratdéw

Y- XB|* = (Y- XB)' (Y- XB)

= (Y- X(X'X)"'XY)(Y-X(XX)'XY
—YI-X(XX)'X)I-XXX)"'X)Y
Y- XXX)"'X)Y

Eg|Y - X3
= EY(I- X(X'X)' XY
=trEg(I — X(X'X) ' X")YY
=tr {(I - X(X'X) "' X')Eg(YY)}
= o*tr(I — X(X' X)) X)
= (n —1zX)o?

P 1

5% = (n_rZX)Y’(I—X(XX)_ XY
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Przyktad . Rozwazamy model
Yi=pu+e, 1=1,....n
W zapisie macierzowym
B=p X=1,

W modelu rzX =1

1 1
5% = Y(I--1,1))Y
n

n—1

- {yy- Loy

n_
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Przyktad . Rozwazmy model

Yi =wip +xiope +&, 1=1,...,n

przy czym
5137;1:1, 1132'2:0(11&7::1,...,711
ZEZ'1:O, azi2:1dlai:n1—|—1,...,n

Zapis macierzowy (ng =n — nq)

;o _
l8 _ (,LLl,,LLQ), X - [Ong 1
W modelu rzX = 2
(n —2)67
—1
. . 1n1 n1 n1 O 1;11 0;12
_Y (I [On2 n2] [ 0 n2] [O/nl 1,TL2 Y

L&)

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
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Przykiad (praktyczny). Niech Y1,Ys, Y3, Y, beda
lotniczymi pomiarami katow 64, 0-,603,604 pewnego
czworokata na powierzchni ziemi. Zaktadajac, ze ob-
serwacje obcigzone sa niezaleznymi bledami o zero-
wej wartoéci oczekiwanej i takiej samej wariancji o2,
wyznaczy¢ EM N K wielkosci 6. Wyznaczy¢ nieob-

ciazony estymator wariancji o2.

Model
Yl = 91 + &1
Y2 = 92 + &9
Yg = 93 + €3
Y) =04+ ¢4

27T:(91—|—(92—|-(93-|—(94

Zapis macierzowy
Y = (Y17Y27Y37Y4727T); /8/: (91792783794)

€ = (5178278376470)

1 0 0 07
0O 1 0 0
X=1]10 01 0
0O 0 0 1
1 1 1 1]
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- 0.8 —-0.2 —-0.2 —-0.27
—0.2 0.8 —-0.2 —-0.2
—0.2 —0.2 0.8 —0.2

| —-0.2 —-0.2 —-0.2 0.8

- 0.8 —-0.2 —-0.2 -0.2 0.27
—0.2 0.8 —-0.2 —-0.2 0.2
—0.2 —-0.2 0.8 —0.2 0.2

| -0.2 —-0.2 —-0.2 0.8 0.2

(X'X)!

(X' X)X =

Estymatory katéw:

4
A 1
0; =2=Yi+ ; (%—Z)@-), i=1,2,34

1=1

Estymator wariancji:

4 2
1
A2
o Q—;—5<27T— E Y;)
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Wiadomo, iz dany czworokat jest rownolegtobokiem
takim, ze 61 = 03 oraz 0, = 0,. Wyznaczy¢ EMNK

katéw i estymator wariancii o2.
Model
Yi =01 +¢e1
Yo =05 4 e
Y3 =03 + 3
Yi=104+ey4
2m = 01 + 02 + 03 + 04
0=6, —6;
0=105—04

Zapis macierzowy
Y’: (Yl,Y27Y37Y4,27T,0,0); ,8/: (91,(92,03,94)

e = (€1,€2,€3,64,0,0,0)

1 0 0 07
0 1 0 0
0O 0 1 O
X=1]0 0 0 1
I 1 1 1
1 0-1 0O
0 1 0 -14
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Przyktad (Regresja liniowa). Model
}/Z' :50—'_61:62'—'_51'7 1= ]-7"'7n7
£; 89 niezaleznymi zmiennymi losowymi

Ee; =0, D% =02, 1=1,...,n

Znalez¢ takie ﬁo 1 51 by

n

Z(YL — (Bo + 51%‘))2 = min

1=1

Zapis macierzowy

XX= [Zn% %ié ]
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BO _ 60 L / —1 v/v __
[BJ_EMNK[&]_(XX) XY=
Ly Ly g Y () (V) T
2w Yimw(Q =) (2 Vi)
Stk (L)




Rozklady prawdopodobienstwa estymatorow

Y=X3+¢e.

/6, — (603617"'6}9)
e =(e1,...,ep) ~ Np(0,0°1,)

B=(X'X)"'X'Y
) 1

2 _ A2 . / —1 3y
s>=6 _(n—er)Y(I X(X'X)"' XY

Twierdzenie 8.4 Jezeli Y ~ N, (X@,0°I,) oraz
rzX = p, to

1. B ~ Np (B, 02(X/X)_1)
2. (B-B)X'X(B-B) ~o?x?
3. 3 jest niezalezne od s>

4. (n —p)s® ~ 02)(%_10
|

WZ_Statmat 8.16



