Estymacja przedzialowa

Przyktad wstepny. Model gaussowski ze znang wa-
riancja

(R, AN (n,0%), 1 € R})
Zadanie polega na oszacowaniu wartosci sredniej p.

Jakie wartosci obserwacji X sg ,,wysoce prawdopo-
dobne” dla réznych u?

Niech ,wysoce prawdopodobne” wynosi 0.9. Szuka-
my takich a(u) oraz b(u), ze

P X € (a(p),b(p)} =0.9,Vu € R

Rozwigzanie

P{X € (a(n),b(p))} =0 (Mu)—u)_@ (a(,u)—,u>

o o

Niech z,, oraz z,, beda takie, ze
D(24,) — P(24,) = 0.9
b(p) = p+ 0Zay, al(p) = p+ 0za,

b(p) — a(p) = min! = z,, == —Z4, = 20.95
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X € (p+0zay, B+ 02a,)
4
pwe (X —0zq4y, X —02q,)
Zatem

PA{X € (a(p),b(p))} = 0.9,Vu € R

4
PArne (X —0zq4,, X —024,)} =09, VueR
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Definicja 9.1 Przedzial ((X),0(X)) taki, ze
Py{oec (0(X), 0(X)}=1—a, V0O
nazywamy przedzialem ufnos$ci na poziomie uf-

nosci 1 — «. [
Definicja 9.2 Zbiér Sx C O taki, ze
P{de Sx}=1—a, V0 €O

nazywamy obszarem ufnoSci na poziomie ufno-
Sci 1 — a. ]

Konstrukcja obszaru ufnoSsci
1. W przestrzeni X X © wyznaczy¢ taki zbiér S, ze
dla kazdego 6
Pp{(Xx x{0})NS}t=1-a
Wéwcezas dla danego x € X zbiér
{x} xO©)NS

jest zbiorem ufnosci na poziomie utnosci 1 — «
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2. Skonstruowac taka funkcje t(x, 0), ze przy warto-
Sci parametru 6 jej rozklad nie zalezy od 6 oraz
(jezeli ® C R) jest ona monotoniczng funkcja
6. Taka funkcja nazywa sie funkcja centralna.
Wéwczas mozna wyznaczy¢ takie dwie liczby, ze

Pg{tl < t(a:,&) < tg} =1—«
Ze wzgledu na monotonicznos¢ funkcji centralne;j

ty <t(z,0) <ty 0(X)<0<0(X)

Dodatkowe kryteria
1. Jak najmniejszy zbior ufnosci. Jezeli ® C R oraz
t(x,0) jest funkcjg centralng, to

0(X) — 6(X) = min!

2. Zbiér ufnosci o zadanej wielkosci. Jezeli ©® C R,
t(x,0) jest funkcja centralng oraz d > 0, to
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Przyktad (Model dwumianowy).
{0,1,...,n},{B(n,0), 6 € [0,1]})

Z.aobserwowano X sukcesow.
Skonstruowaé przedzial ufnoéci (61(X),02(X)) dla 6
na poziomie ufnosci 0.95

Pp{01(X) <0 <05(X)} =095, VO e]0,1]

01(X), 02(X) sa takie, ze

()Z) 07 (1 —01)"" " =71 (=0.025)

n
(X) 025 (1 — 02)" ™ = ~o(= 0.975)
Y2 —m = 0.95

Rozwigzanie numeryczne!

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
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Przyktad (Model gaussowsks).
Przedzial ufnosci dla u

Model dla proby Xi, Xo, ..., X,:

(R™,{N (u1,,0°I,), 0= (u,0°) e R xRy })

Zmane fakty:

1.X~N(u,%2) = X~ N(0,1)

o\ 2
c oz iy (X = X) T~
. X oraz Yy (X; — X)Q sg niezalezne
. Jezeli € ~ N(0,1), n ~ x2, £1in sa niezalezne, to

t=¢&/\/n/v~t,.

Funkcja

= N

n—1 — h - — 5 S
qu;ﬂ (Xi _X) /(n—1)

jest funkcja centralna.
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Niech t1,%2 beda takimi liczbami, ze
P{tl < tp—1 <t2} =1 —«

Przedzial utnosci dla

Przedzial jest najkrétszy, jezeli t1 = —to, czyli wy-
bieramy taka liczbe t(a;n — 1), ze

P{lt,_1| <tlasmn—1)}=1-«
Przedzial utnosci dla u

(X —t(a;n — 1)%; X +t(asn — 1)%)

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
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Przyktad (Model gaussowsks).
Przedzial ufnoéci dla o?

Model dla préoby Xq, Xso, ..., X,;:

(R™,{N (ul,,0°I,), 0= (u,0*) € RxRy})

n—1
=1 1=1
Funkcja
2 1 ¢ ) 2
Xn—1— ? (‘XVz o X)
1=1

jest funkcja centralna.

Niech ¢, co beda takimi liczbami, ze
Plei <2 [ <e}=1-a

Przedzial ufnosci dla o2

<2?1 (X’i B X)Q, 2?21 (Xi B X)2>

)

C2 C1
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1. Taki wyboér granic, ze

P{x?_,<c}=a/2oraz P{x?_| >c2} = /2

Oznaczenia
2 - 2 (&
c1 = 1——;n—1);c = (—;n—l)
1 =X ( 5 2 = X 5
2. Przedzial jest najkrétszy, tzn. é — % = min!

(fn_1(x) oznacza gesto$é¢ rozktadu)

/ fooi(x)dr=1—«
1

1 :
— — — = min!
1 €2

Rozwigzanie

/CQ fooi(x)dr=1—-«

C%fn—l(@) = C%fn—l(cl)

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
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