Werytikacja hipotez
statystycznych

Przykiad (wstepny). Producent twierdzi, ze wa-
dliwo$é produkcji wynosi 5%. My podejrzewamy, ze
rzeczywista wadliwo$é produkeji wynosi 15%. Pobie-
ramy probe stuelementowsq i zliczamy ilos¢ X sztuk
wadliwych. Model statystyczny

{{0,1,...,100}, {B(100,0),0 € © = {0.05,0.15}}}
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, to uznac¢ 6 = 0.05

Jezeli X > k, to uznac¢ 6 = 0.15

Jezeli X < k
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Model statystyczny:

(X, {Fy, 0 € ©})

Hipoteza statystyczna: podzbior 0 zbioru ©.

Oy nazywamy hipoteza zerowg

©; = 0\ Oy nazywamy hipoteza alternatywna
Jezeli zbiér Og jest jednoelementowy, to méwimy
o hipotezie prostej, w przeciwnym przypadku mo-
wimy o hipotezie zlozonej.

Zapis klasyczny

Hy:0 €0 H,:0€ 06,
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Test statystyczny: procedura statystyczna, w wy-
niku ktérej podejmujemy jedng z dwdch decyzji:
odrzucié hipoteze zerowq H

lub

nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej Hy.

Formalnie: test hipotezy H( utozsamiamy z funkcja
¢: X —{0,1}

|1 odrzucié Hy
¢(z) = { 0 nie odrzucaé¢ Hy

Test zrandomizowany: funkcja ¢ : X — [0, 1]

(=1 odrzuci¢ Hy

na podstawie niezaleznego od X
¢(x) ¢ € (0,1) mechanizmu losowego odrzuci¢ H
z prawdopodobienstwem ¢(x)

L =0 nie odrzuca¢ Hy

Obszar krytyczny: {xr € X : ¢(x) = 1}
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Btlad I rodzaju: btad polegajacy na odrzuceniu hi-
potezy zerowej Hgy, gdy w rzeczywistosci jest ona
prawdziwa.

Poziom istotnosci. Niech a € (0,1). Test ¢ jest na
poziomie istotnosci «, jezeli

qub(X) = P9{¢(X) = 1} <a, V0 €0

Rozmiar testu:

sup Epp(X) = sup Pp{é(X) =1}
USSR SICN

Btlad II rodzaju: btad polegajacy na nieodrzuceniu
hipotezy zerowej H,, gdy w rzeczywistosci jest ona
fatszywa.

Moc testu:

©,€0 — qub(X) = Pg{gb(X) = 1}
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Twierdzenie 10.1 (lemat Neymana—Pearsona)
Niech Py, oraz Py, beda rozkladami prawdopodo-
biefistwa o gestosciach fo i fi. Niech @ € (0,1) be-
dzie ustalong liczba

a. (Istnienie testu) Istnieja takie stale t iy, ze
1, gdy fi(z) > tfo(x)
¢(x) =< v, gdy fi(z) =tfo(z)
0, gdy fi(z) <tfo(z)
jest testem hipotezy Hg : 0 = 0y przeciwko Hy : 0 =
01 na poziomie istotnosci «, tzn.

(%) Ep¢(X) = a

b. (Dostatecznosé) Jezeli test ¢ spetnia warunek (x)
i dla pewnego t warunek

|1, gdy fi(z) > tfo(x)
(%) o) = {(), §d§ fi(x) < tfo(x)

to ¢ jest testem najmocniejszym na poziomie iStot-
nosci o

c. (Konieczno$c) Jezeli ¢ jest testem najmocniej-

szym na poziomie istotnosci «, to speinia on waru-
nek (xx) W
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Przyktad (Model dwumianowy).
Niech 6y < 61 € (0,1). Model statystyczny

{{O, 1,... ,n}, {B(n, 9),(9 €0 = {(90,(91}}}

H()Z@:(go H119:(91

folo) = ()51~ 80y

X

h) = (")era- o

X

Konstrukcja testu ¢(x)

el [re=nl Rt

Obszar krytyczny: {x > k}

¢(z) =14

Stata k dobrana jest tak, ze

Egogb(X) = P@O{X > ]43} < o
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Niech n = 100, 6y = 0.05, ; = 0.15, a = 0.05

k 7 8 9 10 11
Po.os{z>k} 0.12796 0.06309 0.02819 0.01147 0.00427
Py.os{x=k} 0.10603 0.06487 0.03490 0.01672 0.00720

Test niezrandomizowany

1, jezelix > 9,
W@_{o,pmhxgg

Rozmiar testu: Py os{x > 9} = 0.02819
Blad II rodzaju: Py 15{z <9} = 0.05509

Test zrandomizowany
1, jezeli x > 9,
d(x) = { 0.62495, jezeliz =9
0, jezeli x < 9.

Rozmiar testu

P0_05{£C > 9} + 0.62495 - P0,05{£If = 9}
= 0.02819 4+ 0.62495 - 0.03490 = 0.05
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Przyktad . Niech a,b > 1. Model statystyczny

1(0,1),{U(0,1), B(a, )} }

Hy:U(0,1) H; : B(a,b)

fo(x) =1-1¢1)(x)
fi(x) oc 2 H(1 — x)b_ll(o,l)(:z:)

Konstrukcja testu ¢(x)
B f1(x)
Hoj=1e fo(x)

Obszar krytyczny: {xo < z < x1}

>te st (1—2)bt >t

Liczby xg, x1 dobrane sa tak, ze

Eg,¢(X) = PU(0,1){900 <X <z} <a
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zg (1 —x0)’t =2l (1 - a)"!

Poniewaz 1 = xg + o, wiec

|

To + &
Lo

||

l—29— o

1—560

b—1
| -

a b o 1

2 2 0.47500 0.52500
2 3 0.30865 0.35865
2 4 0.22556 0.27556
3 2 0.64135 0.69135
3 3 0.47500 0.52500
3 4 0.37517 0.42517
4 2 0.72444 0.77444
4 3 0.57483 0.62483
4 4 0.47500 0.52500
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Hipotezy zlozone
Model statystyczny:
(X, {Ps, 0 € ©})

Hy:0 €0 Hy:0€ 0,
Hy i/lub H; ztozone

Iloraz wiarogodnosci

Sup fo(x) gugfe(w)
_ 1 S
M) = sup fo(z) ub- Alz) = sup fo(z)
0cOg ASICH
Test
- 1, gdy A(z) >t
o) =147, gdy AMz) =t
0, gdy Ax) <t
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Przyktad (Model dumianowy). Niech 6y € (0,1).
Model statystyczny

{{0,1,...,n},{B(n,0),0 €c © =(0,1)}}

Hy:0 <86, H,:0 >0

n x _ n—x
fo(x) = ($>9 (1—6)
Poniewaz
n T\ <L T\ N—<
b Jolw) = Je(e) = (x) () (=)

wiec

() (H)"(1=2)""", jezeli <6y,
sup fo(z)=
7€ (M5 —00)"~*,  jezeli £ > 6,
oraz

()05(1 = 6o)"™=,  jezeli £ < 6y,
sup fo(x)= i .
7€ () (5)"(1=£)""", jezeli £ > 6.
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qu(g) fo(x)
R ASIeS]
Me) = sup fo(x)
0€Og
( n\ nx . n—x
n(x)io x]- 901 m— Jezeh % < 60,
e
)G a=-9""
. o , Jezeli = > 0.
L (1051 — o) :

A(x) jest rosnaca ze wzgledu na x
Mx)>te x>k
Dobor statej k

sup Pp{X > k} == Py {X >k} <«
0<00
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Przyktad (Model gaussowski). Niech pg € R.
Model dla préby X = (X1, Xo, ..., X,):

(R", {N (pl,,0%IL,), 0= (u,0%) e Rx R;})

© =RxRy B¢ ={uo}xRy O1=(R\{uo}) xRy
Hoy : p= pg Hy:p# po

ot~ () o (552 )

1=1

Niech
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Iloraz wiarogodnosci

SU-prUJ,J<x) 3 N
sup fy.o() 5
€6

Poniewaz

Z(Xi - 'LLO)Q B Z(Xz - X+ X - Mo)z
= Z(XZ — X)* +n(X — u)?
=1
wiec

o= (1+ S )

Test

n(X — Mo)f
Z?:l(Xz‘ — X)?

dz) =1 Az)>te >t

Doboér statej ¢/

Eu,¢(X) = a



a. jezeli Hy jest prawdziwa, to

_ . n(X — po)?
V(X — o) ~ N(0,0%)  czyli ( — 0) ~ X3

b. dla wszystkich 6 € ©
1 «— _\ 2 5
> (Xi=X)"~ i
i=1

c. Xorazy . (X;— )_()2 sg niezalezne
Jezeli hipoteza H( jest prawdziwa, to
n(X — po)?
1 n < 2 ~ Fl,n—
a1 2im1(Xi — X)

1

Hy jest odrzucana na poziomie istotnosci «, jezeli

X — )2
(%) - n(n Ho) —— > F'(;1,n—1)
n—1 Zi:l(X’i — X)
Poniewaz t, = \/F} ., wiec (x) jest rownowazne
X —
# X b0l i s tain -1

Test (&) nazywa sie testem Studenta
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Przyktad (Model gaussowski). Wariancja o jest
znana. Niech ug € R.

(R",{N (u1,,0°I,), 0 = peR})

O=R 0O = (_Oo7lu0> 0O = (:UJ()v OO)

Ho:p<po  Hy:p>po

Stosujac technike poprzedniego przyktadu otrzymu-
jemy test o obszarze krytycznym

X —
MO\/7>U'1 o

Moc testu. Niech pu > pg. Prawdopodobienstwo
odrzucenia Hy

X — po
Pu{ - n _}:

5 _
PM{ “\/ﬁ>ua—“a“0\/ﬁ}:
1—c1>(ua—“_“0\/ﬁ>
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Moc testu jest zalezna od (u — o) /o

Puig(r) = 1;

Liczno$¢ préby. Niech (u—pg)/0 = xg bedzie dana
liczba. Powiedzmy, ze interesuje nas osiggniecie dla
tej wartosci mocy co najmniej . Szukamy takiego
n, Ze

1 —®(u1—a —20vn) > 7

Rozwiazanie:

Ut—o — TovVN < Up_ny

Stad
2

Ul— — U=
n > - 7
L0
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v (=0.05)

o 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95
0.01 | 48987 55003 61720 69403 78488 89783 105073 129946
0.05 1959 2200 2468 2776 3139 3591 4202 5197
0.10 489 550 617 694 784 897 1050 1299
0.15 217 244 274 308 348 399 466 577
0.20 122 137 154 173 196 224 262 324
0.25 78 88 98 111 125 143 168 207
0.30 54 61 68 77 87 99 116 144
0.35 39 44 50 56 64 73 85 106
0.40 30 34 38 43 49 56 65 81
0.45 24 27 30 34 38 44 51 64
0.50 19 22 24 27 31 35 42 51
0.55 16 18 20 22 25 29 34 42
0.60 13 15 17 19 21 24 29 36
0.65 11 13 14 16 18 21 24 30
0.70 9 11 12 14 16 18 21 26
0.75 8 9 10 12 13 15 18 23
0.80 7 8 9 10 12 14 16 20
0.85 6 7 8 9 10 12 14 17
0.90 6 6 7 8 9 11 12 16
0.95 5) 6 6 7 8 9 11 14
1.00 4 5% 6 6 7 8 10 12
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Wartos¢é p—value

Przyktad (Model gaussowski). Wariancja o jest
znana. Niech pug € R.

(R",{N (p1,,0°L,), 0 = peR})
O=R O¢={u} ©O1=R\{uo}

Ho:p=po  Hi:p# po
Test oparty na statystyce

o

Z(X)=n (X_“°>2

Duze wartosci Z przemawiaja przeciwko H

Jezeli Hy jest prawdziwa, to Z(X) ma rozktad
chi—-kwadrat z jednym stopniem swobody.

Niech Z(x) bedzie wartoscia statystyki Z zaobser-
wowang w probie. Liczbe

p=P{xi > Z(z)}

nazywamy p—value
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