Metoda najmniejszych kwadratow

8.1. Przypusémy, ze obserwacje X1, Xo,..., X, moga by¢ przedstawione w postaci
Xi = Po+ Pra; +¢&; (i=1,2,...,n),

gdzie a1, a9, ..., a, sa znanymi wartosciami pewnej zmiennej towarzyszacej, a €1,¢€s, ..., €, s3 nieskorelowa-
nymi bledami o wspélnej wariancji o2. Sprawdzié, ze oba parametry By i £1 sa estymowalne wtedy i tylko
wtedy, gdy nie wszystkie a; sa sobie réwne. Przedyskutowaé intuicyjna tres¢ tego wyniku sporzadzajac od-
powiedni wykres punktéw (a;, X;). Pokazaé, ze gdy nie wszystkie a; sa sobie réwne, EMNK Bo i B maja

postaé
b= _XE::(((I;_G;))? fo=X —aps.

Wykazaé, na podstawie pierwszego z tych wyrazen, ze D23, = 02/ (a; — a)?. Pokazaé, ze kowariancja
zmiennych X i f; jest réwna zeru i wyprowadzié¢ nastepujace wzory

(a’) OOU(BOvﬂAl) = 7(_1D2Bla
5 1 a®
(b) D260 =0’ E + m

Sprawdzi¢ te wyniki zapisujac model w postaci macierzowej
X=AB+¢e¢

i korzystajac z ogdlnych wzordw.
8.2. Wyniki obserwacji X1, Xo, ..., X,, moga by¢ przedstawione w postaci
Xi = Bo + Bra; + Boal +&; (i=1,2,...,n),
gdzie ay, as, . .., a, sa znanymi wartoSciami pewnej zmiennej towarzyszacej, oraz €1, €a, . . . , €, s3 wielkodciami

nieskorelowanymi i majacymi jednakowa wariancje. Pokazaé, ze parametr 3 = (8o, 01, 82) jest identyfiko-
walny wtedy i tylko wtedy, gdy wsréd aq,as, ..., a, znajduja sie co najmniej trzy rézne wartosci.

8.3. Model X; = Gy + fra; +¢; (i =1,2,...,n) moze by¢ zapisany w postaci
Xi :ﬂo+ﬂla+ﬁ1(ai 7&) +€i = Oé+51(ai 7(_1) +€i.

Pokazaé, ze wybor parametréw « i B1 zamiast Gy i §1 ulatwia rachunki zwiazane z wyznaczeniem EMNK.
Sprawdzié, ze w ogdlnym przypadku model

X=AB+¢
moze by¢ zawsze, po odpowiedniej zmianie parametréw, przedstawiony w postaci
X = By+e,

w ktérej B jest macierza o ortogonalnych kolumnach; estymator parametru « otrzymuje sie za pomoca
tatwych rachunkow.
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8.4. Obserwacje X;; (1 =1,2,...,r,j =1,2,...,n) maja postaé
Xij = p+7i+eij,

gdzie e;; sa nieskorelowanymi bledami o wspdlnej wariancji. Pokaza¢, ze p, 71, 7o, . . ., 7, sa nieidentyfikowalne,
ale ze staja sie identyfikowalne po wprowadzeniu warunku 7 + 7 + - -+ + 7. = 0. Pokaza¢, ze EMNK maja
przy tym warunku postaé

1
n=X.=— X = X; — X.

gdzie

8.5. Niech X7, X5, X3, X4 beda wynikami lotniczych pomiaréw katéw 61,605,603, 0, pewnego czworokata na
powierzchni ziemi. Zalozy¢, ze obserwacje obciazone sa bledami, ktére sa niezalezne, maja wartos¢ oczekiwang
zero i taka samg wariancje o2 i przy tych zalozeniach wyznaczyé EMNK wielkosci §. Wyznaczyé nieobciazony
estymator wariancji o2.

Przypu$émy, ze wiadomo, iz dany czworokat jest réwnoleglobokiem takim, ze 6, = 03 oraz 0, = 60,. Jaka
postaé¢ maja wtedy EMNK katéw i jak mozna oszacowaé wariancje o2.

8.6. Pewien produkt chemiczny mozna wytwarzaé bez uzycia katalizatora, ale przypuszcza sie, ze w obec-
nodci katalizatoréw wydajno$¢ procesu bedzie wigksza. Dla zbadania tego zagadnienia przeprowadzono pieé
do$wiadczen wedlug nastepujacego schematu:

Doswiadczenie Warunki Wydajnosé
1 bez katalizatora Yi
2 katalizator A w iloSci ag Y,
3 katalizator A w iloci 2a Y3
4 katalizator B w ilo$ci as Y,
5 katalizator B w ilosci 2a9 Ys

Zakladajac liniowa regresje miedzy wydajnoscia procesu i iloscig kazdego z katalizatoréw skonstruowadé
EMNK | poziomu bezkatalizatorowego” i obu wspdlczynnikéw regresji. Wyznaczy¢, przy zwyklych zalo-
zeniach o bledzie, macierz kowariancji tych estymatoréw. Wywnioskowaé, ze przy danym a; + a2 estymator
réznicy wspoltczynnikéw regresji ma najmniejsza wariancje, gdy a; = as.

8.7. Pewien deterministyczny proces yo, y1, - - - , Yn pPrzebiega tak, ze
Yirl = ay; (1=0,1,...,n—1),

przy czym a jest znang stala. WielkoSci y; nie moga by¢é obserwowane bezblednie, lecz ich obserwacje
Xo,X1,...,X, maja postac
Xi=vyi+e; (i:O,L...,n—l),

gdzie ¢; sa nieskorelowanymi bledami o jednakowej wariancji. Wyznaczy¢ EMNK yo,y1, ..., yn. Jak mozna
by szacowaé yo, Y1, - - - , Yn, gdyby stala a nie byla znana? W kazdym z powyzszych przypadkow skonstruowaé
estymator wariancji bledéw.
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