Metoda najwiekszej wiarogodnos$ci

5.1. Niech X1, X3, ..., X, bedzie préba losowa z rozkladu o gestosci p(z, ) zaleznego od pewnego nieznanego
parametru rzeczywistego 6. Wyznaczy¢ ENW w kazdym z nastepujacych przypadkow

(a) p(+,0) jest gestoscia rozktadu Poissona o $redniej 6;

(b) p(-,0) jest gestodcia rozkladu wyktadniczego, p(x,0) = fe=>?

(c) p(-,0) jest gestoscia rozkladu jednostajnego na przedziale (0, 6).

W kazdym z tych przypadkéw wyznaczyé rozklad estymatora najwiekszej wiarogodnosci. Na przykladach
(a) i (b) zweryfikowaé teorig¢ asymptotyczna. Pokazaé, ze teoria ta nie stosuje si¢ do przypadku (c) i wyjasnié
dlaczego.

5.2. Mieszkancy wyspy Kalythos (na morzu Egejskim) cierpia na dziedziczna chorobe oczu, ktérej objawy
poteguja sie wraz z wiekiem. Zbadano piecdziesiecioelementowe prébki ludnosci w réznym wieku i zareje-
strowano liczbe niewidomych w kazdej prébce:

Wiek | 20 35 45 55 170
Liczba niewidomych ‘ 6 17 26 37 44

Przypuszcza sie, ze prawdopodobiefistwo $lepoty w wieku x, oznaczone przez P(z), wyraza si¢ wzorem
-1
P(x) = {1+67(a+ﬁ“’)} .

Sporzadzi¢ odpowiedni wykres wynikow i skomentowaé sensownosé¢ takiej hipotezy. Oszacowaé¢ a i 8 na
podstawie tego wykresu i nastepnie obliczy¢ wartosci ENW. Oszacowa¢ réwniez wiek, w ktorym bardziej
prawdopodobne jest o$lepnigcie niz pozostanie w zdrowiu.

5.3. Pewien produkt elektrotechniczny wytwarzany jest w bardzo wielu fabrykach. Wadliwo$é (frakcja pro-
duktéw wadliwych) p jest rézna w réznych fabrykach i ma (na przestrzeni fabryk) w przyblizeniu rozklad
beta o gestosci

p* (1 —p)P!

B(a,B)
przy czym « i 3 nie sa znane. Przypu$émy, ze wylosowano s fabryk i w kazdej z nich zbadano po n;
produktéw. Niech m; (i = 1,2,...,s) oznacza liczbe produktéw wadliwych zaobserwowana w i—tej fabryce.

Poda¢ szczegdltowo sposéb wyznaczania ENW parametréw « i 8. Pokazaé, ze gdy n = 1, parametry o i §
nie sg identyfikowalne.

5.4. Niech (X1,Y7), (X2,Y3),...,(X,,Y,) bedzie ciagiem par wynikéw pewnych pomiaréw, przy czym wszys-
tkie 2n wyniki sa niezalezne i maja rozklad normalny o wariancji o2. Wartoéé oczekiwana X; jest réwna
&, wartos¢ oczekiwana Y; jest réwna n;, a wszystkie pary (&,7:), i = 1,2,...,n, leza na okregu o $rodku
w punkcie (£,7) i o promieniu p. Nalezy oszacowaé &, n i g. Skonstruowa¢ ENW i opracowaé szczegbélowo
algorytm obliczeniowy.

5.5. Przy wyznaczaniu oporu pewnego krysztalu otrzymano ciag niezaleznych pomiaréw (X;,Y;), (i =
1,2,...,n), pomiar6w natezenia pradu z i napiecia y. Pomiary te obciazone sa bledami (g;,7;) tak, ze

Xi = p; + &4, Y = v + s,

gdzie p; oraz v; sa prawdziwymi warto$ciami natezenia i napiecia pradu w i—tym pomiarze oraz v; = au;,
gdzie a jest oporem krysztatu. Zakladamy, ze bledy sa niezalezne i maja rozklad normalny ze Srednig zero
i wariancja: D%e; = o2, D?n; = 03 = \o2, przy czym ) jest znane. Pokazaé, ze ENW & parametru « jest
rozwigzaniem réwnania

szmy + d()\Sa::r - Syy) - ASI?/ = 0’

Sey = %me Spa = %Zx; Syy = %ny.

Pokazaé, ze gdy ciag > u?/n jest zbiezny dla n — oo, wtedy & jest estymatorem zgodnym. Pokazaé, ze
metoda najwiekszej wiarogodnoéci nie jest zadowalajaca, gdy A nie jest znane. Wyjasnié, dlaczego w tym
przypadku nie mozna stosowa¢ standardowych twierdzen o estymatorach najwigkszej wiarogodnosci.

gdzie
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5.6. Pewne radioaktywne cialo emituje losowo czastki z intensywnoscia, ktéra z uptywem czasu maleje

i po czasie t wynosi Ae™". Zaobserwowano, ze n pierwszych czastek zostalo wyemitowanych w chwilach
t1,t2,...,t,. Napisa¢ rownania dla estymatoréw najwickszej wiarogodnosci A i & 1 pokazaé, ze K spelnia
rownanie .
R _
Ain = 1 - I%t,
eftn — 1
gdzie t = }L i, t;. Podaé proste oszacowanie dla &, gdy it,, jest male.

5.7. Pewna komérka zawiera granulki, ktére mozna traktowaé jako kulki o jednakowym, ale nieznanym pro-
mieniu r, i o ktorych zaklada sie, ze sa rozmieszczone w komérce losowo. W celu oszacowania r obserwuje
sie pod mikroskopem pewien przekrdj komoérki. Obserwowany przekréj zawiera n kolowych przekrojéw gra-
nulek o promieniach X7, Xo,..., X,,. Wyznaczy¢ na tej podstawie ENW promienia r. Znalez¢ rozklad tego
estymatora dla duzych n.

5.8. Niech X1, Xo,..., X,, bedzie préba losowa z rozktadu wyktadniczego o gestosci #1e=%% (z > 0) oraz
niech Y7, Y3, ..., Y, bedzie niezaleing préba losowa z rozkladu o gestosci fye %Y (y > 0). Wyznaczyé ENW 6,
i6,. Wyznaczy¢ w sposob jawny ENW przy dodatkowym warunku 6, = 6 i zilustrowaé na tym przykladzie
0go0lna teorie warunkowych estymatoréw najwiekszej wiarogodnoéci.
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