Metody bayesowskie

13.1. Niech X1, X»,..., X, bedzie prébka losowa z rozkladu N(6,0?), w ktérym wariancja o2 jest znana.
Niech rozklad a priori parametru 6 bedzie rozktadem normalnym N (i, 72). Pokazaé, ze rozktad a posteriori
jest rozktadem normalnym N (p,,, 72), gdzie

nX/o® + /7 —2 —2 -2
Un = W oraz Tn = No + T .

13.2. Niech X1, Xs, ..., X,, bedzie prébka losowa z rozkladu N(61,602) o nieznanych parametrach 6y i 02 i
niech rozklad a priori parametru 6 = (61, 62) ma ,gestosé”

7(0) x — (—o0 < b1 < 00, 03 >0).
2

(Wynika stad, ze 67 i 02 sa niezalezne i ze kazda z tych wielkodci ma niewlasciwy rozklad a priori: 6, —
rozklad jednostajny na (—o0, 00) i # — rozklad o ,gestosci” 1/602 na (0, 00)). Pokazad, ze rozklad a posteriori
parametru 6 jest taki, ze wielkos¢ /n(6; — X)/S, gdzie

1 < =
52 = — D (X - X)?
1=1

ma rozklad ¢ Studenta o n — 1 stopniach swobody. Wyznaczy¢ najkrétszy bayesowski przedzial ufnosci na
poziomie ufnosci 0.95.

13.3. Pewien uklad fizyczny ma dwa mozliwe stany 61 i 62, a jego ewolucje opisuje jednorodny tancuch
Markowa o macierzy przejsé
« 11—«
P= ,
[1 -8 B ]

gdzie 0, o, 8 < 1. Niech prawdopodobienstwo a priori, ze uklad poczatkowy znajduje sie w stanie 61 bedzie
réwne m;. Wyznaczy¢é prawdopodobienstwo a posteriori tego, ze uklad poczatkowo znajdowal sie w sta-
nie 61, jezeli wiadomo, ze po n krokach znajdowal sie w stanie #;. Wyjaéni¢, dlaczego ze wzrostem n to
prawdopodobienistwo dazy do ;.

13.4. Produkuje sie duze serie lamp elektrycznych. Czas zycia (trwalo$¢) lampy jest zmienna losowa o roz-
kladzie z gestoécia fe =% (x > 0). Serie uwaza sic za udana, gdy $rednia trwalo$é lamp w serii jest wieksza od
t. Parametr § w poszczegdlnych partiach lamp zmienia sie zaleznie od jakosci wolframu, z ktérego produkuje
sie wlékna zarzenia; zmiennoéé tego parametru opisuje sie za pomoca rozkladu o gestosci [['(k)]~10F—1e=¢
(0 > 0). Z pewnej serii produkcyjnej wybrano losowo n lamp i w wyniku zmierzenia ich trwalosci otrzymano
X1, Xs,...,X,. Obliczy¢ na tej podstawie prawdopodobienistwo a posteriori, ze seria ta jest udana.

13.5. W kazdej z niezaleznych préb moze z prawdopodobienistwem 6 pojawié¢ sie pewne zdarzenie E; praw-
dopodobienstwo 6 nie jest znane, ale przypuszcza sie, ze jest mate. W celu zorientowania si¢ co do wielkosci 0
przeprowadza si¢ serie préb, ktora kontynuuje sie dopdty, dopdki nie pojawi si¢ E. Przypusémy, ze zdarzenie
po raz pierwszy pojawia sie w n tej probie. Niech rozklad a priori  ma gestosé m(1—60)™=1 (0 < § < 1). Po-
kazaé, ze najkrotszy bayesowski przedzial ufnosci na poziomie ufnoéci 1 — « jest dla duzych m+n w dobrym
przyblizeniu réwny

C2

gdzie c1e™ = coe” 2, 7!

—e 2 =1-aq.

13.6. Niech prawdopodobienstwo 6 sukcesu w kazdej z niezaleznych préb ma jednostajny rozktad a priori.
Pokazaé, ze prawdopodobienstwo otrzymania r sukceséw w n probach jest rowne n%rl, r=0,1,...,n. Poka-
zacé, ze jezeli w n pierwszych probach otrzymano r sukceséw, to prawdopodobienstwo sukcesu w nastepne;j
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13.7. Zaklada sig, ze liczba czastek wypromieniowanych w czasie T' przez pewne radioaktywne Zrodlo ma
rozklad Poissona o Sredniej AT, gdzie A\ jest intensywnodcia zrodia. Zarejestrowano, ze w czasie T dwa
niezalezne zrédla o nieznanych intensywnoéciach \; i A2 wypromieniowaly odpowiednio X i Y czastek. Przed
dokonaniem tych obserwacji zaklada sie, ze A\; i Ay sa niezalezne i kazda z nich ma rozklad o gestosci e
(A > 0). Przy zalozeniu, ze § jest male i X oraz Y duze, obliczyé prawdopodobienstwa a priorii a posteriori,
ze A1/ A2 ma wartos$é z przedziatu (1 — 6,1+ 9).
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