Podejmowanie decyzji statystycznych

12.1. Sprzedawca jest zainteresowany maksymalizacja zysku ze sprzedazy pewnego, tatwo psujacego sie
towaru. Zakup jednego opakowania kosztuje go $20, za$ sprzedaje je za $50. Po jednym dniu niesprzedany
towar nalezy wyrzuci¢ jako niezdatny do spozycia. W ciagu stu dni sprzedawca zaobserwowal, ze klienci
kupowali nastepujace ilosci towaru:

Tlos¢ towaru | 10 11 12 13
Tos¢ dni | 15 20 40 25

Ile towaru powinien sprzedawca zamowic¢, by mégl oczekiwaé najwiekszego zysku?

12.2. Przedsiebiorca zainteresowany jest zatrudnieniem w swojej firmie samochodowej kilku mechanikéw.
Na kolejny rok przewidywane sa nastepujace ilosci godzin pracy dla mechanikéw:

Iloé¢ godzin ‘ 10000 12000 14000 16000
Prawdopodobienstwo ‘ .2 3 4 1

Planowana zaplata za jedna godzine pracy mechanika wynosi $9 za$§ spodziewany zysk z jednej godziny
pracy — $16. Mechanik moze pracowaé¢ 40 godzin w tygodniu oraz ma prawo do dwutygodniowego urlopu.
Na podstawie podanych informacji podaé¢ optymalna liczbe mechanikow, ktéra powinna by¢ zatrudniona.

12.3. Przedsiebiorstwo lotnicze otrzymuje propozycje zakupienia dziesieciu uzywanych samolotéw, przy czym
wszystkie sa mniej wiecej w takim samym stanie technicznym. Pewna nieznana liczba 6 tych samolotéw moze
lata¢ 1000 godzin bez potrzeby wiekszych napraw i kazdy z takich samolotéw przyniesie zysk w wysokosci
1000p; kazdy z pozostalych samolotow dozna jakiego$ powazniejszego uszkodzenia w ciagu pierwszych 1000
godzin eksploatacji, co przyniesie przedsiebiorstwu strate w wysokosci 1000g. Nalezy zdecydowaé, czy przyjaé
czy odrzucié¢ oferte. Przed podjeciem decyzji przedsiebiorstwo moze otrzymaé pewne dalsze informacje, a
mianowicie za cene 1000r moze otrzymacé jeden samolot do prob, eksploatowaé go przez 1000 godzin i
uzalezni¢ swoja decyzje od tego, czy ten samolot latal 1000 godzin bez awarii, czy nie. Podaé¢ wszystkie
reguly decyzyjne i ich ryzyka. Wybraé¢ optymalng regulte decyzyjna.

12.4. Pewna osoba zamierza sprzedawaé¢ nap6j Migotka w trakcie meczu pitki noznej i musi zawczasu zde-
cydowacé o wielkoSci zaméwienia. Przypusémy, ze na kazdym sprzedawanym w trakcie gry litrze zyskuje m,
za$ traci ¢ na kazdym zamoéwionym, lecz nie sprzedanym. Zalézmy, ze popyt na Migotke w trakcie gry, mie-
rzony w litrach, jest ciagla zmienng losowa X o funkcji gestosci f i dystrybuancie F. Przy jakiej wysokosci
zamoéwienia oczekiwany zysk bedzie maksymalny?

12.5. Rozwazmy zagadnienie decyzyjne, w ktérym © = {6;,0>} oraz D = {d1, ds, d3}, funkcja straty okre-
$lona jest w nastepujacy sposob:
| & dy ds
01 0 10 3
0 10 0 3

Niech obserwowana zmienna losowa X ma rozklad
P(X=16=0,} =0.75; P(X =0]|6 =0,} = 0.25; P(X =1/ =602} =0.25; P(X =0/ =02} =0.75

Zmienna losowa moze by¢ obserwowana n krotnie. Niech P{ = 61} = p = 1—-P{0 = 02} (0 < p < 1). Okredli¢
bayesowska regule decyzyjna na podstawie obserwacji X1, ..., X, 1 naszkicowaé jej ryzyko jako funkcje
prawdopodobienstwa p. Zakladajac, ze koszt kazdej obserwacji wynosi ¢ wyznaczy¢ optymalna wielkosé n.
Wyznaczy¢ optymalna wielko$¢ proby, gdy koszt obserwacji o wartosci 1 wynosi ¢, za$ koszt obserwacji
o wartosci 0 wynosi 0.

12.6. Niech X1, X, ..., X,, bedzie probka losowa z rozktadu N (u,0?) o nieznanych p i o2 i niech rozklad a
priori tych parametréw bedzie taki, ze u i log o sa niezalezne, a brzegowy rozklad kazdej z tych wielkosci jest
jednostajny. Pokazaé, ze estymatorem bayesowskim parametru p przy kwadratowej funkcji strat L(f, u) =
(i — p)? jest X. Ile wynosi ryzyko bayesowskie tego estymatora?
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12.7. Niech X bedzie zmienng losowa o rozkladzie N(6,1) i niech strata spowodowana szacowaniem 6 za
pomoca 6(X) ma postaé
a{0(X) -0}, egdy 0(X)=9,

b{O—0(X)}, gdy 0(X) <0,
gdzie a > 0 oraz b > 0. Pokazaé, ze ryzyko estymatora 6, postaci
0p(X)=X —k
wyraza sie wzorem
(a+b){ek) + k®(k)} — ka,

gdzie ¢ 1 ® sa odpowiednio gestoscia i dystrybuanta rozkladu N(0,1). Nastepnie pokazaé, ze w klasie
{0k : k rzeczywiste} istnieje estymator o jednostajnie minimalnym ryzyku i ze to minimalne ryzyko jest

réwne (a+b)p [‘1)_1 (aib>}

12.8. Bochenek chleba musi wazy¢ co najmniej w graméw. W pewnej piekarni ciezar chleba w duzym wypieku
jest zmienna losowa o rozkladzie N(u,1/7). Parametr p jest wielkoscia regulowana, natomiast 7 zmienia sie
od wypieku do wypieku wedlug rozktadu chi-kwadrat o v stopniach swobody. Koszt produkcji bochenka
chleba, gdy $éredni ciezar jest réwny p wynosi k + [u, a cena zbytu bochenka o prawidtowym ciezarze jest
réwna m. Bochenki o zbyt malym ciezarze nie przynosza zysku. Pokazaé, ze Sredni zysk na bochenku, gdy
wypiek ustawiony jest na wielko$¢ p, wynosi

mU{(p —w)v/n} — (k +1lp),

gdzie ¥ jest rozkladem t o v stopniach swobody. Wyznaczy¢ na tej podstawie najlepsza wartosé p.

12.9. W procesie mierzenia zawartosci RNA w pewnych komoérkach pojawia sie trudno$é zwiazana z tym, ze
dwie komoérki moga znajdowad sie tak blisko siebie, iz staja si¢ nierozréznialne. Wykonuje si¢ dwa niezalezne
pomiary X7 i X, przy czym kazdy z nich moze odnosi¢ si¢ do jednej lub dwéch (niezaleznych) komoérek.
Nalezy zdecydowaé, czy dana para pomiaréw dotyczy dwoéch pojedynczych komoérek, jednej pojedynczej
komorki i jednej pary, czy tez dwbéch par komérek.

Przypuéémy, iz wiadomo, ze zawartos¢ pojedynczej komérki, mierzona w odpowiednich jednostkach, ma
rozklad o gestosci xe™® (z > 0) i ze prawdopodobiefistwo a priori tego, ze pomiar dotyczy dwéch komdrek
zamiast jednej wynosi m. Przypusémy réwniez, ze strata jest réwna zeru, gdy decyzja jest prawidlowa i jest
réwna jednosci, gdy decyzja jest bledna. Naszkicowaé na plaszczyinie (z1,z2) rozwiazanie bayesowskie tego
zagadnienia.

12.10. Za pomoca pewnego odbiornika rejestruje sie n kolejnych pomiaréw X7, X, ..., X, intensywnosci
sygnatu radiowego. Jezeli byl nadawany pewien sygnal, to wynik pomiaru ma posta¢ X; = a; + ¢;, gdzie
ai,as,...,a, sa znane, a losowe zaklécenia €1,¢9,...,¢, sa realizacja wielowymiarowej zmiennej losowej
o rozktadzie normalnym ze $rednig réwna zeru i z macierzg kowariancji V. Jezeli sygnal nie byl nadawany, to
X; =¢; (j=1,2,...,n). Nalezy zdecydowaé, czy sygnal zostal rzeczywiscie nadany. Prawdopodobiefistwo
a priori tego zdarzenia wynosi p. Straty zwiazane z nieprawidlowym orzeczeniem, ze sygnal zostal lub
nie zostal nadany, sa réwne odpowiednio L — 1 i Ls. Wyznaczyé¢ regule decyzyjna realizujaca minimum
oczekiwanych strat.

Przypusémy, ze decyzje podejmuje si¢ zgodnie z ta optymalna regula i ze pLo = (1 — p)L;. Jak wyglada
optymalny ciag {a;} sygnaléw, jezeli analiza mocy transmisji prowadzi do ograniczenia y a? = 1?7

12.11. W celu podjecia decyzji, ktéra z dwdch odmian pszenicy wprowadzi¢ do masowej produkeji, wykonuje
si¢ eksperyment polegajacy na tym, ze kazda z odmian bada si¢ na n poletkach doswiadczalnych. Obserwo-
wane plony X;; (1 = 1,2,7 = 1,2,...,n) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym ze
$rednimi p; i wariancja o2, przy czym rozklad a priori parametru (pq, p2) jest taki, ze u1 i o s niezalezne
i maja rozktady brzegowe normalne o érednich réwnych odpowiednio a; i ag i wariancji o3. Wyznaczyé
rozktad a posteriori (1, pi2) przy zalozeniu, ze wariancja o? jest znana. Pokazaé, ze gdy funkcje strat maja
postaé L; = —kpu; (i = 1,2), wtedy oczekiwane ryzyko osiaga minimum dla decyzji: wybra¢ odmiane 1, gdy
X1, — X5. > ¢ lub odmiane 2, gdy X;. — Xo. < ¢, gdzie nX,;. = Zj X;; oraz ¢ = (g — ay)0?/(nod).
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12.12. Niech (X,) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie Poissona z jednakowa
$rednia 6. W celu oszacowania 6 obserwuje sie ten ciagg sekwencyjnie. Zakladamy, ze: poczatkowa wiedza
o 6 opisana jest za pomoca niewlasciwego rozkladu a priori o stalej gestosci na przedziale (0,00); strata
spowodowana oszacowaniem @ przez 6 wynosi (6 — 0)?; koszt kazdej obserwacji jest rtéwny c. Udowodnié, ze
optymalna bayesowska sekwencyjna regula decyzyjna ma postaé: przerwaé obserwacje, gdy tylko -1 | X; +
1 < en?(n+1) i za oszacowanie § przyja¢ > ., (X; +1)/n.
12.13. Niech Xi, Xs,..., X109 bedzie prébka losowa z rozkladu normalnego N(0,6). Wyznaczy¢ rozklad
a posteriori parametru 0, gdy rozklad a priori tego parametru jest taki sam jak rozklad zmiennej losowej
Oovo/x% (o), gdzie Oy i vg sa dodatnimi stalymi.
Wyznaczyé najlepszy bayesowski estymator punktowy 6, gdy funkcja straty ma postaé (6 — 0)%. Wykazad,
ze gdy vy — 0 przy stalym 6y, wtedy

1

Poréwnujac estymator % 3 X2 7z estymatorem rézniacym sie od niego pewnym mnoznikiem pokazaé, ze jest
to estymator niedopuszczalny.
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