Weryfikacja hipotez

10.1. W celu zweryfikowania hipotezy, Ze nieznane prawdopodobienstwo sukcesu jest mniejsze od 0.5 wyko-
nuje sie 20 niezaleznych proéb i hipoteze uwaza sie za prawdziwa, gdy liczba sukceséw jest mniejsza od 12.
Wykresli¢ funkcje prawdopodobienstw bledéw tego testu.

10.2. Niech X7, Xo, ..., X, bedzie préba losowa z rozkladu N(u, 1). Przypuéémy, ze weryfikuje sie hipoteze,
ze p1 = 0 za pomoca testu z obszarem krytycznym {(z1, z2, ..., %) : v/n|Z| > 2} Jaki jest rozmiar tego testu?
Naszkicowa¢ wykres mocy tego testu.

10.3. Za pomoca probki X, Xo, ..., X, z rozkladu N(u, 1) weryfikuje sie hipoteze, ze p = 0. Rozwaza sie
dwa testy dla weryfikacji tej hipotezy, mianowicie testy z obszarami krytycznymi

Rl = {(331,562,.. .,.Z‘n) : |§j| > ]{;1},
Ry = {(Ilaz%'- '7:Cn) : 21'12 > kQ},

gdzie k1 i ko sa dobrane tak, aby testy mialy rozmiar a.. Czy ktorys z tych testéw jest jednostajnie mocniejszy
od drugiego?

10.4. Niech X1, X», ..., X,, bedzie probka losowa z rozktadu o gestosci [#7/T(q)]z9~ e~ skoncentrowanego
na dodatniej pélosi rzeczywistej. Zakladamy, ze ¢ jest znane. Skonstruowaé najmocniejszy test na poziomie
istotnosci « dla weryfikacji hipotezy {6y} wobec alternatywy {61}, gdzie 81 > 6y, i pokazaé, ze istnieje
test JNM dla weryfikacji {6y} wobec {6 : § > 6p}. Pokazaé, ze gdy ¢ = 1/n, moc tego testu jest réwna
1—(1—a)f/.

10.5. Wladciciel jeziora odsprzedajacy prawo polowow w tym jeziorze twierdzi, ze w jeziorze jest co najmniej
N ryb, przy czym N jest duza liczba. Dla sprawdzenia tego twierdzenia wylawia sie m ryb, znakuje sie je
i wpuszcza z powrotem do jeziora. Po pewnym czasie, gdy oznakowane ryby rozprosza si¢ po calym jeziorze,
wylawia sie n ryb; okazuje sie, ze wsrdd nich jest r ryb oznakowanych. Twierdzenie wtasciciela jeziora odrzuca
sie, gdy iloraz r/n jest wiekszy od pewnej liczby k. Jak nalezy wybraé k, aby prawdopodobienistwo odrzucenia
twierdzenia, gdy jest ono prawdziwe, bylo nie wieksze niz 0.1. (Mozna zalozy¢, ze liczby m i n sa male w
poréwnaniu z N.)

10.6. Niech X1, X, ..., X,, bedzie probka losowa z rozkladu jednostajnego na przedziale (0, 0). Pokazaé, ze
istnieje test JNM na poziomie istotnosci o dla weryfikacji hipotezy {61} przy hipotezie alternatywnej {6 :
0 < 01}. Czy istnieje test JNM na poziomie istotnosci a dla hipotezy {61} wobec alternatywy {60 : 6 # 61}?

10.7. Zmienne losowe X1, Xo,..., X, sa niezalezne i maja jednakowy rozktad o gestoéci e=(*=9) (z > 0).
Hipoteze zerowa {6 : 6§ < 1} przy hipotezie alternatywnej {6 : 6 > 1} weryfikuje sie za pomoca testu
z obszarem krytycznym postaci

{(z1,%2,...,Tp) : min(z1,Ta,...,2,) > c}.

Wyznaczyé¢ c tak, aby test mial rozmiar o. Naszkicowaé wykres funkcji mocy tego testu.

10.8. Prawdopodobienstwo, ze w pewnym doéwiadczeniu zaobserwuje sie r czastek jest réwne e~ " /7!
(r = 0,1,2,...). Pokazaé, ze prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze w n niezaleznych
powtérzeniach tego doswiadczenia zaobserwuje sie tacznie N czastek, jest rowne e ~"*(n\)Y /N!. Przypusémy,
ze wiadomo, iz A jest réwne 0.5 lub 1. Na podstawie pieciu niezaleznych powtérzen doswiadczenia nalezy
zdecydowaé, jaka warto$¢é ma A. Porownaé dwie nastepujace reguty.

REGULA 1. Przyjaé, ze A = 0.5 wtedy i tylko wtedy, gdy laczna liczba zaobserwowanych czastek jest
mniejsza od czterech.

REGULA 2. Przyjaé, ze A = 0.5 wtedy i tylko wtedy, gdy w wiecej niz dwéch powtdérzeniach doswiadczenia
nie zaobserwowano ani jednej czastki.
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10.9. Zmienne losowe X1, Xs,...,X,, sa niezalezne, przy czym X; ma rozklad N(6;,1). Weryfikuje sie

hipoteze, ze wszystkie 6; sa réwne zeru przy hipotezie alternatywnej, ze §;, = 0.5dlat=1,2,...,7r16; = —0.5
dlai=r+1,...,n. Pokazaé, ze najmocniejszy test o rozmiarze 0.05 ma obszar krytyczny
T n
{($1,$2,---,$n)iz$z‘ Z zi>1.645\/ﬁ}.
i=1 i=r41

Jak duze musi by¢ n, aby moc tego testu byla réwna co najmniej 0.97

10.10. Niech Xi, Xs,..., X, bedzie préba losowa z rozkladu N(u,o0?), przy czym parametry p i o2 sa

nieznane. Weryfikuje si¢ hipoteze zerows, ze 0 = o9 wobec hipotezy alternatywnej o # 0. Pokazaé, ze
obszar krytyczny testu opartego na ilorazie wiarogodnoéci ma postac

2
s

{(301,962,---,5571) k1 <=5 < kQ}a
99

gdzie S? = Y (X; — X)?/n. wyjaénié, jak nalezy ustalaé¢ ki i ko, aby test mial rozmiar a.

10.11. Niech X1, Xs,..., X, oraz Y7,Y5,...,Y, beda niezaleznymi prébkami losowymi z dwéch rozktadow
wykladniczych o nieznanych parametrach skali rownych, odpowiednio, A i u. Weryfikuje sie hipoteze ze-
rowa A = u wobec hipotezy alternatywnej A # u. Pokazaé, ze obszar krytyczny testu opartego na ilorazie
wiarogodnogci zalezy tylko od ilorazu Y /X. Podaé sposéb konstrukeji testu o rozmiarze a.

10.12. Wykonujac pewne do$wiadczenie mozna otrzymac jeden z N + 1 mozliwych wynikow zg, 21, ..., 2N
Hipoteza zerowa Hy przypisuje tym wynikom nastepujace prawdopodobienstwa:

1 1
P =—, Plz)=—, i=12,...,N.
(ZO) 9’ (ZZ) IN’ ? 5 4y ;
Hipoteza alternatywna jest hipoteza zlozona; przypisuje prawdopodobienistwa (N — 1)/N wynikowi zg i nie
specyfikuje prawdopodobienstw wynikow z1, zs, ..., zn. Pokazaé, ze test o rozmiarze 0.5, oparty na ilorazie
wiarogodnosci i wykorzystujacy tylko pojedyncza obserwacje, przyjmuje hipoteze Hy wtedy i tylko wtedy,
gdy wynikiem tej obserwacji jest zg. Jaka jest moc tego testu? Czy jest to ,,dobry” test?

10.13. Niech X = (X;, Xa,...,X,,) bedzie prébka losowa z rozktadu N (u,0?), w ktérym parametry u i
o? nie sa znane i niech Hy bedzie hipoteza, ze u = po. Hipoteze zerows weryfikuje sie wobec alternatywy

i # po. Niech A(X) bedzie statystyka testu opartego na ilorazie wiarogodnosci. Pokazaé, ze

n(X — o)
(X —X)2T

Wyznaczy¢ funkcje charakterystyczna rozkladu zmiennej losowej 2log A(X) w przypadku, gdy hipoteza Hg
jest prawdziwa i sprawdzié, ze rozklad tej zmiennej losowej dazy (gdy n — oo) do rozkladu chi-kwadrat
o jednym stopniu swobody.

2log A(X) =nlog |1+

10.14. Wykonuje sie k serii niezaleznych préb, przy czym kazda serie kontynuuje sie dop6ty, dopoki okreélone
zdarzenie E nie pojawi si¢ dokladnie r razy. Niech prawdopodobienstwo zdarzenia E w kazdej prébie i—tej
serii bedzie réwne 6; i niech n; bedzie liczba préb w tej serii (i = 1,2,..., k). Poszczegdlne serie préb sa
niezalezne. Weryfikuje si¢ hipoteze, ze 6; = 03 = --- = 0 wobec alternatywy, ze nie wszystkie 6; sa sobie
rowne. Pokazaé, ze za podstawe testu mozna przyjaé statystyke

zk: {n log [nﬁ] + (n; —r)log [ZL_:] } ,

i=1

gdzie i = > n;/k. Pokazaé, ze dla duzych r test oparty na tej statystyce jest w przyblizeniu podobny.
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10.15. Przypusémy, ze za podstawe konstrukeji testu hipotezy 6, = s = --- = 0, w poprzednim zadaniu
przyjeto te koncepcje, ktore lezaly u podstaw testu chi-kwadrat. Pokazac, ze wtedy otrzymuje sie test oparty
na statystyce
r —\2
—_— n; —n)°.
n(n—r) (n: = n)

k
=1

10.16. Wykonuje sie¢ k serii niezaleznych préb, po n préb w kazdej serii. Niech rq, s, ..., 7 bedzie liczba tych
prob w kazdej serii, w ktorych zaobserwowano zdarzenie E. Weryfikuje si¢ hipoteze, ze prawdopodobienstwo
zdarzenia E jest takie samo w kazdej probie wobec alternatywnej, ze prawdopodobienstwo tego zdarzenia
jest state w kazdej serii, ale w réznych seriach moze by¢ rézne. Wyznaczy¢ statystyke chi—-kwadrat.

10.17. Wyznaczy¢ test chi—-kwadrat dla weryfikacji hipotezy o niezaleznosci w tablicy kontyngencji.

10.18. Niech X1, Xo,..., X, bedzie duza préba losowa z rozkladu N(u,0?) o nieznanych parametrach u i
o?. Rozpatrzeé hipoteze, ze = o2 i przeéledzié na tym przykladzie teorie lezaca u podstaw testu Walda.
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